
PC MF1 � Cinématique des �uides DoumentsDoumentsDoument 1 : Exemple de vision eulérienne d'un éoulementLa arte i-dessous est une arte météorologique donnant la vitesse du vent (proportionnelle à la taillede la �èhe) à un instant donné, en plusieurs points de l'espae. On a don a�aire ii à une vision eulériennede l'éoulement des masses atmosphériques.

Doument 2 : Expression de l'opérateur (

−→v .
−−→
grad

)� Opérateur salaire. Soit −→v un hamp vetoriel dont haune des oordonnées dépend a priori dela position et du temps : vx = vx(x, y, z, t) ; vy = vy(x, y, z, t) ; vz = vz(x, y, z, t) en oordonnées ar-tésiennes. Et soit f un hamp salaire : f = f(x, y, z, t). Dans e as, l'opérateur (−→v .
−−→
grad

) appliquéau hamp salaire f s'érit :
(

−→v .
−−→
grad

)

f =

(

vx
∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z

)

f = vx
∂f

∂x
+ vy

∂f

∂y
+ vz

∂f

∂z� Opérateur vetoriel. L'opérateur (

−→v .
−−→
grad

) peut également être appliqué à un hamp vetorielquelonque −→
b . Dans e as on obtient un hamp vetoriel, le hamp (

−→v .
−−→
grad

)

−→
b . Pour aluler ehamp résultant, il � su�t � d'appliquer l'opérateur salaire (

−→v .
−−→
grad

) à haune des oordonnées
bx, by et bz de −→

b . Au �nal, ela donne 9 termes ! Il faut don se mé�er, il s'agit d'une soure impor-tante d'erreurs en méanique des �uides.
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PC MF1 � Cinématique des �uides DoumentsDoument 3 : Cirulation d'un hamp de veteur sur un ontourSoit −→b un hamp vetoriel, et Γ un hemin urviligne partant du point A pour aller au point B. Onappelle irulation de −→
b entre A et B le long de Γ l'intégrale urviligne :

C =

∫ B

A

−→
b .
−→
dlDoument 4 : L'opérateur rotationnel (−→rot)L'opérateur rotationnel est un opérateur d'analyse vetorielle qui prend omme objet un hamp ve-toriel −→b et donne en image un hamp vetoriel : −→b →
−→
rot(

−→
b ). On en donne i-dessous une dé�nitionintrinsèque (indépendante du système de oordonnées) :Soit −→

b un hamp vetoriel, dΓ un ontour élémentaire fermé autour du point M , −→dS = dS−→nle veteur surfae élémentaire assoié à e ontour, et dC la irulation de −→
b (M) le long de eontour. Alors la omposante selon −→n du rotationnel de −→

b , noté −→
rot(

−→
b ) est :

(
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.−→n = lim
dS→0
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)ou enore, au premier ordre en dS,
dC(M) =

(
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rot(
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b )

)

.−→n dSDoument 5 : Expressions du rotationnel dans les di�érents systèmes de oordonnéesSoit −→b un hamp vetoriel dont haune des oordonnées dépend a priori de la position et du temps :
bx = bx(x, y, z, t) ; by = by(x, y, z, t) ; bz = bz(x, y, z, t) en oordonnées artésiennes par exemple ; ou bien
br = br(r, θ, φ, t) ; bθ = bθ(r, θ, φ, t) ; bφ = bφ(r, θ, φ, t) en oordonnées sphériques. . . On montre alors àpartir de la dé�nition du doument préédent que :Coordonnées artésiennes : −→rot(−→b ) =
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Coordonnées ylindriques : −→rot(−→b ) =
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Coordonnées sphériques : −→rot(−→b ) =
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PC MF1 � Cinématique des �uides DoumentsDoument 6 : Théorème de StokesLe théorème suivant fait le lien entre irulation et rotationnel, mais de manière intégrale.Théorème de Stokes : soit −→
b (M) un hamp vetoriel dé�ni dans tout l'espae. Soit (Γ) unontour fermé orienté sur lequel s'appuie une surfae (S), elle-même orientée grâe à la règle dupoue de la main droite. Alors la irulation de −→

b le long de Γ est égale au �ux de −→
b à traversla surfae (S) :

∫

(Γ)

−→
b .
−→
dl =

∫∫

(S)

−→
rot

−→
b .
−→
dSDoument 7 : Interprétation du rotationnelVoir l'exellente vidéo de la haîne Youtube 3Blue1Brown intitulée "Divergene and url : The languageof Maxwell's equations, �uid �ow, and more" :https://www.youtube.om/wath?v=rB83DpBJQsELa vidéo est en anglais, mais il est possible d'a�her des sous-titres (en anglais). À regarder de 7:50à 9:20 pour e qui onerne la notion de rotationnel (url en anglais), puis de 14:14 à 16:56 pour uneompréhension plus profonde des opérateur divergene et rotationnel (dot produt signi�e produit salaire,et ross produt produit vetoriel).Doument 8 : L'opérateur nablaOn appelle nabla l'opérateur symbolique dé�ni exlusivement en oordonnées artésiennes :
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L'opérateur nabla permet d'exprimer en oordonnées artésiennes exlusivement tous les opérateursde l'analyse vetorielle à l'aide d'opérations simples :
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