PC 0d2 - Ondes acoustiques dans les fluides

Correction
des exercices

Exercice 1:
Voir cours.

Exercice 2

a) Ona
2nf = 2765 donc f =440 Hz
Clestun LA.

b) L'amplitude de l'onde de pression est Py = 10 Pa donc
P €[101290,101310].

¢) Larelation de dispersion donne

2765 =
2765=8,131 - donc ¢ = ¢ 1’:1 =340 m-s!

En utilisant la célérité du son dans un gaz parfait

2

'YRT() _M(‘ e
v donc T = R =288K

=y

La loi des gaz parfaits donne

PoM
PoM = pgRTy done py = Kol‘; =1,226 kg‘m'3

La célérité vaut aussi

1 1 £ =
c=— doncxs = — =7,06-10 € pa~?
vV HOXS Hoc

On vérifie la relation obtenue a |'exercice 16.16
" i
§= ==
YPo
d) D’aprés la relation de dispersion
c
A===0,773m
F

e) Larelation linéarisée

ar; -
Ho— - =-grad p;

Exercice 3

permet d'exprimer
Pk 1
v (x, 1) = i cos(nt—kx) = —Pjcos(wr — kx)
How Hoc

soit Uy (x, 1) =0,0240c0s(27651 - 8,131x) ily
L'onde de masse volumique est

W1 (X, ) = poXs 1 (X, 1) = 8,656+ 1077 cos(2765¢ — 8, 131%)

f) Laccélération est la dérivée de la vitesse par rapportar :
dy(x, t) = —66,4s5in(2765t - 8,131x) 1y
g} Par définition du vecteur de Poynting sonore
flson = p1 D1 = 0,240¢08* (2765t — 8, 131.x) il
La puissance sonore est
P =Tlgon - Siiy = 6,64 1073 cos?(2765¢ - 8,131x)
donc < & >=3,32 mW

h) Pardéfinition

< [Tl >

o1z =111dB

Iqg = 10log
i) Pardéfinition :
1 1 i
Usgn = ExSpf + Epoﬂ% =7,06-10"% cos? (2765t — 8,131x)

et < uson >=3,53-1074]-m™3
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Exercice 4
. v . . . . azu ] azu |
a) u(x,r)= f(x).sinwr satisfait I'équation de d’ Alembert IE 2o 0, ce qui
2 2 O

conduit rapidementa f"(x)+k*f(x)=0 en ayant posé k =@/ c.
La solution f(x)=u,sin(kx+ @) doit satisfaire u(x=0,1)=0 V1 car le tuyau
est fermé en x =0 (nceud de vitesse), d’oll @ =0 :

u(x,r)=u,sinkx.sin@t | ol u, est’amplitude de vitesse

b) L'onde étant stationnaire, il n’est pas possible d’utiliser p=tp cu (uniquement
valable pour les ondes progressives), il faut revenir a 1’équation d’Euler :

P g—“ = P,0u,sinkx.cosmt = —? = p(x,0)=p, %u(, coskx.cos wt + cste
t X

il faut prendre cste =0 afin que < p> =0 : par ailleurs k=®/c d’ou:

p(x.t) = p,cu,coskx.cosmt

Rq: Par homogénéité 1’'amplitude de pression s’écrit bien p, = p,cu,, mais il
n'y a pas de relation simple entre les ondes stationnaires p(x.7) et u(x,f),

les deux grandeurs étant en quadrature spatiale et temporelle ['une par
rapport a ["autre.

La condition aux limites p(x=L,t)=0 V¢ car le tuyau est ouvert en x=L
(nceud de pression) conduit a coskL =0, une condition de quantification donnant
k,L=(2n-1)/2 (n entier 21), d’ou les fréquences particulieres pouvant étre

engendrées dans le tuyau f, =@, /27 =ck, /27 :

#

1 =(2n-1)15£ ne N




c) Alors f Mot B =3i=3f1. f3=5f,...Les partiels émis par ce tuyau ne
4L 4L

recouvrent que les harmoniques impairs ! (alors qu'un tuyau ouvert aux deux
extrémités permet d’avoir tous les harmoniques).
AN: f =147 Hz, le Ré;, et f, =440 Hz, le La; du diapason, une quinte a

I'octave supérieure du Ré;, (voir la question 48. du chapitre 1).

Exercice 5

1. Le coefficient de transmission en énergie entre deux milieux d'impédance différentes s'écrit

4ZU Zm

d :( )2 . A linterface air-muscle, on a § =107, Le coefficient de réflexion en énergie
Zi+Z

2

Z,-Z
vaut R = %“—m;, d'ol pour l'interface air-muscle /R = 0,999|.
Z.+Z,)

m

On peut remarquer que peu d'énergie est transmise a I'interface air-muscle. Ainsi, sans gel,
I'onde acoustique émise ne peut pas passer dans le corps du patient. Le gel doit donc avoir une
impédance bien choisie pour permettre une bonne transmission, c'est ce que I'on va étudier.

# On vérifie bien que R + 8 =1 : l'énergie est conservée.
2. a) Pour des OPPH, la surpression et la vitesse sont liées par la relation p=Zv pour des

ondes se propageant dans le sens des x croissants (ou Z désigne l'impédance acoustique du
milieu considéré) et p=—Zv pour des OPPH se propageant dans le sens des x décroissants. On

peut alors écrire pour la surpression : p (x,) =4, Z, exp [_;'(mr —k, Y)J A

Ez(x’t) =4, Z, exp[j(a}r —k, r)} -B, Z, exp[j(mr +k, \)J et

p(x0)=4, Z, exp[j(m! —k, x)} :

b) Les interfaces sont imperméables, on a donc continuité de la vitesse. On peut écrire :
- enx=0:4,=4,+B, (a)

~ epd=ei d, exp(—jkg e)+B, exp(jkg e)=4, exp(—jk,e) (b)

De plus, les interfaces sont fixes ou sans masse, on a ainsi continuité de la pression
acoustique, on en déduit :

enx=0: 4,2, =Z,(4,-8,) (c)
— enx=e: 4, Z, exp(~jk, e)-B, Z, exp(jkg e)=4, Z, exp(=jk,e) (d)
Des relations (a) et (c) on déduit que (Z‘, -Z, )4g +(Za +Z, )gg =0 (1) et des relations (b) et
(d) on déduit que (Zg —Z,,,)exp(—jkg e)gg —(Z,,, +Z, )exp( Jk, e)§g =0 (2).

c) Les relations (1) et (2) forment un systéme homogéne de deux équations a deux inconnues
(4, et B,) qui admet une solution non nulle si et seulement si son déterminant est nul, d'ot

(Zg —Z,,)(Zg +Z,n)exp(jkg e):(Z\E +ZL,)(Zg —Z,.,,)exp(—jkg e).
(z,-2.)(z, +2,)
(Z,+2.)(2, - Z.)

d) Le terme de gauche de cette équation est réel, le terme de droite doit donc également étre
réel. Considérons les deux situations possibles :

Finalement on peut écrire = xp(—2 Jke e) I




— dans le cas ot exp(—zj k, e) =1,ona Z, =2, cequin'est pas possible (d'aprés les données
de 1'énoncé) ;
— on doit donc avoir exp(—ijg e)=—1 ainsi I'impédance du gel vérifie Z, =./Z, Z,, et

I’épaisseur e doit étre telle que 2k, e=n+2nn (neN), soitle=——+—,neNj|

Exercice 6

1. a) Partons de l'expression du Laplacien Ap:%ai(rzﬁ} on peut écrire
5 (a 3

2 52 e
Ap =L(2ra—p]+%(r2 g f] 2 ap i S partant  de i (rp) . il vient
» r

2\ or or T B ér?
-2 1 62 ¥
li rf-}ﬁ :Ea—p+ﬂ p , d'ou finalement |Ap =— E ;D).
r or or) ror or? roor
2
L'équation de d'Alembert tridimensionnelle a symétrie sphérique s'écrit L ,E:,p) —%Z {) )
or? 2

?(rp) 10°rp)_,
a2 o i

b) rp est solution d'une équation de d'Alembert unidimensionnelle pour la variable r, la

d'ou en multipliant par » on obtient

solution de cette équation est donc de la forme r p(r,t)= f(r—ct)+ g(r+ct) soit encore

1 1 . - -
pr.ty=—f(r—ct)+—g(r+ct)|. Cette solution est la superposition d'une onde sphérique
r r

divergente amortie se propageant dans le sens des r croissants a la célérité c: — f(r—cf) et
*
d'une onde sphérique convergente se propageant dans le sens des r décroissants a la célérité c :

lg(r +ct).
#

.

2. a) L'équation hydrodynamique linéarisée s'écrit (’::1 =-Vp,.
C

& Ici, l'onde considérée n'est pas une OPP, la relation p, =Zv, n'est donc pas
valable alors que l'équation hydrodynamique est toujours verifiée.

Le probléme est & symétrie qphenque et la source sonore émet radialement dcs ondes, ainsi le
champ des vitesses est de la forme v, =v, e, , on peut écrire en projection sur e .

a A
JOp Y, =— 51: =—A(—:—’—{(jexp[ (0t — kr)},onadonc:

yl(r,t)=WAOr2-exp[j(wt—kr):| o :)rexpl:j wt—k:)].

Le premier terme est qualifi¢ de champ proche car il décroit en 1/, alors que le second terme
est qualifi¢ de champ lointain car son rayon d'action est plus large, en effet, il décroit en 1/r.

b) Le vecteur densité de flux de puissance sonore s'écrit I1= p, v, ¢,

- = g ;
On peut alors écrire (1'I>=5Re{ P,y }e, . Avec les expressions de p et y, déterminées

k4> —

précédemment, on a [(II) =————¢,
2uo o7




3. @) La continuité de la vitesse a la surface de la sphére pulsante nous permet d'écrire

-

A 1 ik . ]
%(r,,,cxp(jmt)):g,(ro,t), soit jcnr,,,exp(j(ot)=-j—m(r—2+;—0]exp[1(mt—kro)J, d'ou,

0

1 k o
compte tenu que !krn |<<|mt| et —>>—, on peut écrire 1, =————, et finalement

o My Lo O Ky

9.2
A=-r, 1o 0 1|

(1)

b) L'intensité acoustique s'écrit Lz = IOlog[—] ou (IL,) est une intensité de référence. En

(Mo)

. A?
explicitant (IT) avec la valeur obtenue a la question 2.b), on a L, = IOIOg[W] A

soit| 4 =(2(Ty) o ¢y 10 %) | Numériquement [A=0,14 Pa-m], d'oa[r,, =11 mm]|

c) La puissance acoustique moyenne qui traverse une sphére de rayon r s'écrit
P, = H(ﬁ) -dS ou dS=r2sin0d0dge, et ol le vecteur (ﬁ) a été déterminé a la question

sphere

m

My 2
2.b). On peut écrire P, = J-J'M r?sinBdOde . Finalement, on a P, =—nr,,,2 0 %5 g
€
00

1/2
—_ : BiC 4 .4
Ainsi on peut exprimer 7z, tel que|r, = ﬁm 1 Ko :
d) Pour une puissance P, et une valeur de r, fixée, on a 1y ®=C". Ainsi, pour des sons graves

o est petit, il faut », grand et un grand haut-parleur est donc nécessaire. Inversement, pour des
sons aigus, ® est grand, d'ou 7 peut étre petit : on a des petits haut-parleurs.

Exercice 7

Dans le cas ou la section du tuyau est lentement variable, on considére que la vitesse du fluide

reste paralléle @ I’axe du pavillon et que la surpression p et la masse volumique p sont

constantes sur une section du tuyau : elles ne dépendent que des variables x et 7.

1. Considérons un volume de fluide délimité par les plans x et x+dx. A I'instant #, la masse de

fluide contenue dans ce volume est dm =p(x,7)S(x)dx . Entre fet 7 +d¢ :

— une masse de fluide dm, entre dans ce volume enx : dm, = S(x)p(x,1)v(x,1) ;

— une masse de fluide dm, sort de ce volume en x+dx :

om, = S(x+dx)p(x +dx,)v(x +dx,7) .

La variation de masse dans le volume pendant dr est due a ces deux flux de masse entrante et

sortante, la conservation de la masse permet donc d’écrire pendant I’intervalle de temps dr :
. : dm

dm = (dm, —om,)dt, d’ou ¥y =S(x)p(x,t)v(x,0) = S(x+dx)p(x +dx,/)v(x+dx,7). En

t

effectuant un développement de Taylor au premier ordre en dv, on obtient finalement
L)
Ox
un tuyau de section variable. De plus, dans le cadre de I'approximation acoustique, on peut
lin€ariser cette équation en développant p =p, + pu(x,7), on a ainsi en ne gardant que les termes

Ty
S(x)—g-)g =— (S(x)p(x,t)v(x,t)) , qui est I’équation de conservation de la masse dans
5.

du premier ordre S(,\')M =—pp g(S(x) V(XJ)) (1).
ot Ox

#" L'équation de conservation de la masse obtenue dans le cas d'un pavillon de
section variable est différente du cas usuel (ou le pavillon est de section variable),
si on prend S(x) = Sy = st dans l'équation (1), on retrouve bien le cas classique.



2. La définition du coefficient de compressibilité isentropique conduit a A = L[QEJ .

op
s
Dans le cadre de I’approximation acoustique, on a p, % p(x, ) =p(x,10) (2).
L’¢quation hydrodynamique ne fait pas intervenir la section du pavillon et reste donc inchangée
ov(x,t op(x,t
Ox

par rapport au cas d’un pavillon de section constante, on a ainsi p,

remplagant p(x,z) dans l’équation (1) a I'aide de son expression donnée dans I’équation (2), on

5,0(-*,1)

obtient p, g S(x) = ‘Pn (S(x) v(x, r)) En dérivant cette expression par rapport a z, il

5‘1(x t)

x,t .
vient pyxs S(x)——22 p( ) _ —p (S( X) ) puis en remplagant v(x, 7) avec la relation (3),

02 p(x,!} 1
2
ot VPoXs
son dans Ie fluide, on obtient I'équation de propagation dans le pavillon relative a la pression
p(xt) 1 dS() apen) _ 1 @p(xn)
ox? S(x) dx  ox 2 o

0 ap(x.t ;
ona pgis S(x) : [S( () p(t )J Finalement, en posant ¢ = la célérité du

plx, 1) = 0| (équation de Webster).

# Dans le cas oul la section du pavillon est constante S(x)=C", on retrouve
['équation de propagation de d'Alembert.

3. Considérons le cas particulier d’un pavillon exponentiel S(x)=S,¢™, on a alors

] , @ p(xt) | Op(x, *p(x,
= 0 =m , I’équation précédente devient P, ) cp(r ) —L,a p(f J
S(x) dx ox? Ox R

=0

4. On considére une OPPH de la forme plx,t)= P, eXp [j (gx - mr)J !

a) Injectons cette expression de p(x,7) dans I’équation de propagation ci-dessus, il vient aprés

P

simplification p(x,7) : K —_Hgm—m—; = 0| qui est la relation de dispersion liant & et w.
== &

# On peut déja noter que la présence du terme complexe va induire un amortis-
sement de I’onde lors de sa propagation.

b) Cherchons le nombre d’onde sous la forme k'+ jk",ona:

, 2
(K'+ k") = j(k'+ jk")m _m_2 =0. En isolant partie réelle et partie imaginaire, on obtient les
c

2

d’équations k'z—k“2+mk"—w—1:0 et 2k'k"-mk'=0.
o2

La seconde équation permet de mettre en évidence deux cas :
2

. 0] . , .
— sl k'=0,0ona k“z—mk"ﬂ-—z:(} qui est une ¢quation du second ordre en 4" admettant
c

deux solutions. La partie réelle du vecteur d’onde étant nulle et la partie imaginaire non nulle,
on a amortissement de I’onde sonore sans propagation ;

. C NN . m e
— si k'#0, la seconde équation du systéme implique que "= 5 et avec la premiére équation

2 2
®°  m : T - Al ,
on obtient k" :—7—7. Pour avoir propagation il faut que k'%>0, d’ou I’existence d’une
o2

: me ; ;
pulsation de coupure o, = T{' telle que si ® > @, on a propagation de [’onde.



¢ 2 12
; e o ®°  m*
c) La vitesse de phase de I’onde s’écrit |V, =—= cu(— = —] &

5. On veut pouvoir transmettre les sons de fréquence supérieure a f. =500 Hz dans un
pavillon de la forme S(x)=Sye ™" . En prenant le logarithme de cette expression, on montre que
InS(x,)~InS(0)

_Yu

m vérifie m= , S0it compte tenu que w, et m sont liées par la relation établie a4

2o, x,

la question 4.b), on a|S(x;) = S(0) exp[

]zScmi.

Probléeme

En remarquant que l'impédance de I'eau est trés supérieure a celle de |'air, on peut assimiler I'eau a une
paroi rigide qui impose un noeud de vitesse. L'ouverture de la bouteille sur I'atmosphere impose un
nceud de surpression et donc un ventre de vitesse. D'ou L = (2n+ 1)A/4 et f =c/L pour le
fondamental ; lorsque la bouteille se remplit, L diminue et le son devient plus aigu.



