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Exercice 1

Soit n € N.
On note R,, [X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et B={1,X,X2.., X"} sa base canonique.
Etant donnée une famille de (n 4 1) réels distincts ag < a3 < az < ... < a, , on lui associe
les polynoémes Lo, L1, Ls...L,, de R,, [X] tels que :
Vie{0,1,2,.n},Vj € {0,1,2,.n}\ {i}, Li(a;) =0et Li(a;) =1
On note enfin A la matrice carrée dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées dans la base B des vecteurs
Lo, L1, Lo, ...L, .
1. Onprend n=2,a90=0,a1 =1, ac =2.
(a) Donner Lg, L1, Lo
Montrer que {Lg, L1, L2} est une base de Ra [X] .
Montrer que, pour polyndéme P de Ry [X], on a P = P(0)Lg + P(1)L1 + P(2)Ls.
(b) Former la matrice de changement de base de B = {1, X, X?} a B’ = {Lo, L1, Lo}. Justifier que A est cette
matrice.

(c) Le but de cette question est de déterminer les polynomes P de Ry [X] tels que :
P(X) = P(0) + P(1)X + P(2)X?

Soit P un tel polynome.
i. Donner la matrice colonne 7" donnant les coordonnées de P dans B.
ii. Donner la matrice colonne 7" donnant les coordonnées de P dans B’.
iii. Chercher dans votre cours de PCSI la relation matricielle qui existe entre T, T" et A.
iv. En déduire 'ensemble des solutions S des polynomes P de Rg [X] vérifiant P(X) = P(0) + P(1)X +
P(2)Xx2
v. Montrer que S est un sev de Ry [X] de dimension finie. En déterminer une base.
2. Retour au cas général
(a) Montrer que B’ = {Lg, L1, L2..L,} est une base de R,, [X].
Indiquer les coordonnées dans la base B’ d’un polynoéme P quelconque de R, [X].

(b) — Quel est le nombre de lignes et de colonnes de A?
— Montrer que A est inversible.
— Calculer son inverse. Comment s’appelle cette matrice 7 Donner son déterminant.

n
(c) Montrer que > L; = 1.
i=0
En déduire que la somme des éléments de la premiére ligne de A est égale a 1, et que la somme des éléments
de toute autre ligne de A est nulle.

Exercice 11

Soit n € N*.Soit (Esj)1<i j<n la base des matrices élémentaires de ., (K).
[1,n] désigne U'intervalle des entiers naturels compris entre 1 et n.

1. Soit A € #4,(K). Calculer AE;; et E; ;A pour (i,5) € [1,n]?.
2. En déduire E;;Ey; pour (i,j,k,1) € [1,n]*



3. Soit f : M, (K) — K lindaire vérifiant : V(A, B) € (#,(K))?, f(AB) = f(BA).
(a) Montrer que I'application trace vérifie cette condition. Savoir refaire la démonstration rigoureuse du cours
sans regarder le cours!!

Soit f : A, (K) — K linéaire vérifiant la condition de ’énoncé.
(b) Montrer que : Vi € [1,n], f(Ey) = f(E11).
(c) Montrer que : V(i,j) € [1,n]?,i # j = f(E;;) = 0.
(d) En déduire que f est colinéaire a la trace. (c-a-d qu’il existe A € K,VA € ., (K), f(A) = Xtr(4)).
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1. Onprend n=2,a90=0,a; =1, aa =2.
(a) — D’apreés la construction des polynémes Ly, L1, L2, nous pouvons dire que 1 et 2 sont racines de Lg. Ainsi

Lo est divisible par (X — 1)(X — 2). Etant de degré inférieur ou égal a 2, on peut écrire : il existe
AER, Lo(X) = AX — 1)(X —2). Lo(0) = 1 = 1 = 2\. Do, Lo(X) = L(X — 1)(X —2).

De maniére analogue, on a 0 et 2 sont racines de L. Ainsi L; est divisible par X (X —2). Etant de degré
inférieur ou égal & 2, on peut écrire : il existe A € R, L1 (X) = AX (X —2). L1(1) =1 = 1= —A. D’on,
Li(X) = —X(X - 2).

Puis, 0 et 1 sont racines de Lo. Ainsi Ly est divisible par X (X —1). Etant de degré inférieur ou égal a 2,
on peut écrire : il existe A € R, Ly(X) = AX (X —1). Ly(2) =1 =1 =2X. D'out, L(X) = 3X(X - 1).
dimR2[X]=3 donc (Lo, L1, L) est une famille maximale. Elle est libre car :

Soit (a,b,¢) € R, aLg+ bLy + cLy = 0.

Ceci revient a écrire : Vo € R,aLo(x) + bL1(x) + cLa(z) = 0.

En particuler pour x = 0, ce qui impose que a = 0.En particuler pour x = 1, ce qui impose que b = 0.
En particuler pour x = 2, ce qui impose que ¢ = 0. (Lo, L1, L2) est ainsi une famille libre et maximale
de Ry[X]. Donc une base de Ro[X].

Soit P € Ry[X]. P se décompose dans la base précédente. Ainsi il existe (a, b, ¢) € R®, aLo+bL;+cLy = P,
c’est-a-dire : Vo € R, P(z) = aLo(z) + bL1(x) + cLa(x). En particuler pour = 0, ce qui impose que
a = P(0).En particuler pour x = P(1), ce qui impose que b = P(1). En particuler pour x = 2, ce qui
impose que ¢ = P(2). cqfd.

(b) Pour construire la matrice de passage de B = (1,X,X?) & B’ = (Lo, L1, L»), on écrit en colonne les
coordonnées des vecteurs de (Lo, L1, L2) dans la base B. C’est exactement la définition de A.
Lo(X) = 1X2 - 3X 41, 1;(X) = —X2 +2X, L,(X) = 1 X2 - 1X.

) )

Ainsi,
1 0 0
_ 3 1
Al oy P
3z L 3
P(0)
i. D’aprés la définition de P, on a T = | P(1)
P(2)
P(0)
ii. Par 1.(a), T = [ P(1)
P(2)
iii. Par le cours, T = AT".
x
iv. Posons T = | y |. Trouver P de Ry [X] vérifiant P(X) = P(0) + P(1)X + P(2)X? revient & trouver
z
x x
(z,y,2) telsque [y | =Aly
z z
On est ramené a résoudre le systéme :
r=ux
y=—3x+2y— %z
z = fx —y+ 1
=TT YT %

3r—2y+2=0
r—2y—2=0

r—2y—z=0
—2r—2z=0

Zz=-x
y=x

Ainsi les solutions cherchées sont P = z(1 + X — X?). C’est a dire que S = vect(1 + X + X?).



V.

2. (a) —

S = wvect(1 + X + X?) donc S est un sev de Ry[X] de dimension 1 et (1 + X + X?2) en est une base.

dim R, [X]=n+1et {Lo, L1, Lo..L,} an+ 1 éléments donc la famille est maximale. Montrons qu’elle
est libre :

Soit (Ag, -+ 7)\n) S Rn+1, MoLo+ -+ ALy =0.

Ce qui revient & écrire : Vo € R, A\gLo(z) + -+ + N Li(z) + -+ + A\ Lp(x) = 0.

Soit ¢ € {0,--- ,n}. Appliquons la relation précédente a = = a;. Par la définition des (L,),, nous arrivons
Conclusion : {Lg, L1, L2..L,} est une famille maximale et libre de R,,[X], donc une base.

Soit P € R,[X]. P se décompose sur la base B’ de la maniére suivante : P = X\gLg + -+ + A\, L, ol
(Mo, 5 An) € R™L Ce qui revient a écrire : Vo € R, P(z) = AoLo(x) + -+ + N Li(x) + - + Ay Ly ().

Soit ¢ € {0,--- ,n}. Appliquons la relation précédente a = = a;. Par la définition des (L,),, nous arrivons
a: P(QZ) = )\i'
Conclusion : Les coordonnées de P dans la base B’ sont (P(ag),- -+, P(ay,)).

A est une matrice a n + 1 lignes et colonnes car dim R, [X] =n+ 1.

A est une matrice de passage donc ses colonnes traduisent des vecteurs d’une base donc des vecteurs
indépendants, c’est-a-dire que A a toutes ses colonnes indépendantes. Donc A est inversible.

A~! est la matrice de passage de B’ vers B.

Il nous faut écrire en colonnes les coordonnées de X7,j€{0,---,n} dans B’. Par 2 (a), on peut écrire
XJ = a%LO + ~--—|—afLi +"'+G%Ln- Donc,

2 n
1 ap ag ag
1 a aj al
A71 _ . . .
2 n
1 Apn—1 an2—1 a’n—l
n
1 a, a; an
On retrouve la matrice de Vandermonde associée a la famille (ag, a1, - ,a,). Par le cours, son détermi-
nant est alors :
II a; — a;
0<i<j<n (a; i)

Le polynéme P=1 se décompose sur la base (L;)o<;<n €t ses coordonnées dans cette base sont :(P(a;)o<i<n)-
n

Or pour tout i, P(a;) =1 ce qui donne la combinaison linéaire 1 = Z L;.
i=0

Traduisons 1 = Z L; dans la base canonique de R,,[X].
i=0
Notons A = (ai,j)lfi,jfn-i-l'
1

0
Les coordonnées de 1 dans la base canonique de R,,[X] sont :

0
Les coordonnées de L; dans la base canonique correspondent a la (i + 1)
de A.Ainsi, nous obtenons

ieme colonne de A par définition

1 (0513
i=1
0 Ap414
n+1
Ce qui nous donne 1 = Z a14. Cest-a-dire que la somme des éléments de la premiére ligne de A est
i=1
égale a 1.
n+1
Et Vk € {2.n+1},0 = Z ay;.Cest-a-dire que la somme des éléments des autres lignes de A est nulle.

i=1
Remarque : on peut le vérifier au 1.(b)



Exercice 11

Soit n € N*.Soit (E;j)1<i j<n la base des matrices élémentaires de ., (K).
[1,n] désigne 'intervalle des entiers naturels compris entre 1 et n.
1. Soit A € #,(K).
— Toutes les colonnes de E;; autres que la j'*™¢€ sont nulles donc il en est de méme pour celles de AE;;. La

F*M€ colonne de E;; n'est autre que les coordonnées du i*™€ vecteur de la base canonique de R™. Alors A

appliqué a ce vecteur nous donne la A€Me colonne de A. _ )
Conclusion : AE;; est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j'™€ qui est la *™€ colonne
de A.
— Toutes les lignes de E;; autres que la i**™¢ sont nulles donc il en est de méme pour celles de E;; A. Si 1 est
la M€ coordonnées de (0,---,1,0,---,0), alors (0,---,1,0,---,0)A nous donne la ;™€ ligne de A.
Conclusion : E;; A est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la #*™€ qui est la j'°™€ ligne de A.
2. En appliquant ce qui précéde, on obtient E;;Ey; est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la jieme
qui est la M€ ligne de Ey,;.
Par conséquent, si j # k, Ej;Ep = 0 et si j =k, EjjEj est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf
la '€ qui est la j*™€ ligne de Ej;, c’est-a-dire que des coeffs nuls sauf sur la [*¢™M€
reconnait Eil- Ainsi EijEjl = Eil-
3. (a) Cf cours.
(b) Soit i € [l,n], on peut écrire par 2. Eii = Ei1E1i~ Alors f(E“) = f(EilEli) = f(Elezl) par la, condition
vérifiée par f. Puis, Fy;F;1 = Eq;1 par 2. Conclusion : Vi € [1,n], f(Fy) = f(E11).
(C) Soit 4 # ] on peut écrire par 2. E” = ilElj.AIOI‘S f(EZ]) = f(E“Elj) = f(Eleﬂ) par la condition
vérifiée par f. Puis, Eq;E;1 = 0 par 2 et car ¢ # j. Alors f(E;;) = f(0) =0 car f est linéaire.

(d) Soit A € A, (K). Décomposée dans la base des matrices élémentaires, on peut écrire :

A= ZZ aijEZ-j

i=1j=1

colonne qui vaut 1. On

ol a;; désignent les coefficients de A.
Alors

f(4) = ZZ aij f(Eij)

i=1j=1

par linéarité de f.

f(A) = Z aiif(Eii)
i=1

car f(E;;) =0 pour ¢ # j.
f(A) = f(Eu)Z i
i=1
car Vi € [1,n], f(Ey) = f(E11) et f(E11) est indépendant de I'indice i.
f est a valeurs dans K donc f(E71) € K. Ce scalaire ne dépend pas de A. Posons A = f(FE11). D’autre part,

Z a;; n'est autre que tr (A). D’ow, il existe A € K,VA € ., (K), f(A) = Xtr(A4).
i=1



