Devoir Libre Supplémentaire
PSI
MATHEMATIQUES
Sujet Niveau 2

Exercice 1

n n
1. Soient (uy)n et (vyn), deux suites. Pour tout n € N* on note U, :Z u et Vi, :Z V.

k=1 k=1
n n—1
Montrer que, pour tout n > 2, Z Upvp = U,V — Z U1 Vi
k=1 k=1

sinn

converge. (pour u,, choisir une suite dont la somme partielle est télescopique et égale a %)

2. En déduire que Z

n>1

3. Déterminer la nature de la série de terme général sin nsin —
n

Exercice 11

On considére la matrice, dite matrice tridiagonale, suivante :

2 1 0 0
1 2
0
A= € My,(R)
0
: T |
O -+ -+ 0 1 2

1. Pourquoi est-on siir que le spectre réel de A est non vide ?
2. Montrer que A est valeur propre réelle de A si et seulement si il existe une suite (zx)gen telle que :
— 290 =2Zp41 =0
— Jke{l.n},xp #0
— Vk>1lop 1+ 22— Nk + 241 =0
Procéder par double implication.

3. On considére 1'équation sur C : 72 + (2 = \)r+1=0

(a) Justifier qu’elle admet deux racines complexes . On les note u et v .
(b) Justifier les relations : 72 4+ (2 = A\)r+1=(r—u)(r —v) et u+v =\ —2,uv = 1.
4. Soit A € Spr(A) et (zy)x la suite associée définie en 1.
On suppose que les racines u et v trouvées auparavant sont distinctes.
(a) Justifier qu’il existe (a, 8) € C2/{(0,0)}, Vk € N, 2}, = au? + po*.
(b) Etablir que 8 = —a, >t =1 et v = 7.
(c) Justifier que v ¢ {1, —1}.
P paiT

(d) Montrer qu’on peut choisir u =e” +1 pour p € {l.n} et v=e "+ 1 pour p e {1..n}.



(e) En déduire que les valeurs propres associées aux couples (u,v) trouvées précédemment sont

1 =4ecos? [ ——L
Vp € [1,n], A\p cos <2(n+1)>

(f) Pour quelle raison n’a-t-on pas besoin de traiter le cas u = v pour étudier les éléments propres de A7

(g) En déduire que Spr(A) = Spc(A) = {4 cos? <2(7”Zr—1|)—1)> /p € [1,n]} et

(n+1)
2pm

Vp € [1,n], Ex,(A) = Vect (X,) avec )\, = 4 cos? _ TP ) et X, = s (n+1)
’ » EAp p 'y 2(n + 1) p )
npm

sin
(n+1)

5. Donner le polynéme caractéristique de A.

n
pT
6. Calcul 42‘ 2 .
alculer s COS <2n+2>

7. Déduire de ce qui précéde que A est inversible.




