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Exercice 1

Ce probléme récapitule tout ce qu’il faut savoir faire sur les fonctions dzéta et mu On considére les deux fonctions suivantes :

S Z ( 1)n+l
. Donner leur domaine de définition. ' Lw\m ns AJL ,’itvv- v

. Montrer qu’elles sont continues sur leur domaine de définition.

. Montrer qu’elles sont C'* sur leur domaine de définition.

i -

Montrer que les sérics de fonctions définissant ( et p ne convergent pas uniformément sur leur domaine de définition.
5. Montrer que : Yz > 1, pu(x) = (1 — 217%)((x).(regrouper les termes pairs et impairs dans les sommes partielles).

Calenler g(1). (; djuj&_l(b
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. (a) Montrer que :
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(b) En déduire :
Vo> 0,5 < p@) <1-
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(c) En déduire hm u(z).
8. Montrer que ¢ cst dccronbsa.ntc sur son domaine de définition.
9. Donner IETOO u(z) et zll)liloo ¢(z).
10. (a) Justifier que :
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(b) En déduire : Vz > v _C(I)_1+x—l

(c) En déduire un équivalent de {(r) quand z tend vers 1F.

(d) Retrouver ce résultat en utilisant la relation du l).

11. Donner l'allure de la représqntation graphique de (.



Exercice 11

=1 n+ 1
1. Justifier que la série Z ( converge.
n
n>1
-
+00 1 1 dx
2.1. Démontrer que I'on a : Z (f 2 (1 - x) dx) = f .
pr=r 0 0 | +x

On pourra utiliser un théoréme d’intégration terme a terme.

#00 (_l)n+|
2.2. En déduire la valeur de :
n=1 &
+co ‘_n
3. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction ¢ : x Z( Hr — -
n=1
Calculer ¢(1).
4.

o
1+ x2

4.1. Calculer I’intégrale : f dx.
0

+o0
4.2. En calculant de deux facons différentes Zj‘(—l)’l

|
( f ¥ (1l = x) dx), déterminer la valeur
0

n=0
+0co (—l)"
de lasomme: S = "Z:; ans Dt 2) apres en avoir justifié I'existence.

Exercice III

1. On note 7y la racine positive du trin0me X
1
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2.1. Montrer que pour tout entier n strictement positif : by = by + bn-1.
2.2. Parmi les réponses proposées, une seule est I’expression correcte de b, valable pour tout

entier naturel n. Laquelle?
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2.3. Exprimer, pour tout n € N, «, en fonction de n. b
2.4. Démontrer que pour n € N. y" = «, + b,y.
MO 5 sHs'. &
L(\F) ~ A+

. Soient (u,) et (b,) définies par by = 0, by = | et les relations de récurrence : Vn € N, {

— x — 1. Justifier que y > 1 et que la deuxiéme racine

Uns1 = by
busy = an + by
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Déterminer une unique matrice M € .#4,(R) telle que : V,.y = M V,,.

4. Justifier que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
5. Montrerque l'ona:¥YneN, M"'=a, L +b, M.

3. On pose, pourtoutn e N, V, = (“").

n Mk
6. Pour tout n € N, on pose : C,, = Z R
k=0 "
Montrer que la suite (C,)qers cOnverge et déterminer sa limite C a I'aide de y et des matrices /,

et M.

X i . e 0
7. Démontrer que la matrice C est semblable a la matrice A = (0 e ,7).
Exercice IV

Question de cours
Soit f une fonction continue sur R et intégrable sur | — oo, —1].

34
1. Soient « € R et F la fonction qui 2 tout x de R associe f f(o)de.
a
Justifier que F est de classe C' sur R et déterminer I'expression de F 1(x) pour tout x de R.

X
2. Justifier que la fonction F qui a tout x de R associe f f(t)dt est de classe C' sur R et déter-
miner I’expression de F’(x) pour tout x de R. B
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Pour tout entier naturel n supérieur ou égal A 2, on note E, I'espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout k € [0.n]], on note ¢, la fonction réelle de la variable réelle t — * et Z = (€x)regong la base
canonique de E,.

On note D I’endomorphisme dérivation de £, et Id I'endomorphisme identité de E,.

3. Soit k € N. Montrer que la fonction f; : ¢ > * &’ est intégrable sur | — oo, —1].

4. Soit f € E,. Montrer que I'on définit sur £, une application linéaire L en posant g = L(f) avec :

YVxeR, glx)=¢* f f(ne'de.
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5. Soitg € E, tel que g = L(f).
Montrer que g est solution sur R de I"équation différentielle : v + v = f(x).

6. En déduire Ker(L).
7
7.1. Calculer L(ep).
| 7.2. Montrer que pour tout entier naturel k € [[0. n — L. Letsr) = exrr — (K + 1) Liey).
7.3. En déduire que L est un endomorphisme de E,,.

8. Prouver que L est un automorphisme de E,.



9. Recherche des sous-espaces propres de L
Soient 1 une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.

9.1. Justifier que A # 0.

9.2. Montrer que f est solution sur R de I'équation différentielle : Ay’ + (A — 1)y = 0 (x).

9.3. Résoudre dans R I'équation différentielle (x).

9.4. Déterminer les solutions polynomiales de 1'équation différentielle ().

9.5. En déduire les valeurs propres de I'endomorphisme L et déterminer les vecteurs propres
associés.
L’endomorphisme L est-il diagonalisable ?

10. Comparer L™' et D+ Id.
11. Déterminer la matrice M de L' dans la base AB.

12. Déterminer les valeurs propres de L™'. Retrouver alors les valeurs propres de L.



