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Partie 1

On considére l'espace vectoriel ®* muni de la base canonique B = (e,,e,, €3, e,) avec
e; = (1,0,00); e, =(0,1,00); e5 = (0,0,1,0) ete, = (0,0,0,1).

Soient f et g les deux endomorphismes de =* dont les matrices dans la base B sont
1 1 1 1 1 0 -1 0
: . 1 1.1 1 o 0 1 0 -1
respectivement : | = (1 11 1 etK= 1 0 1 ol
1 1 1 1 0 -1 0 1

1.1. Montrer que fog=gof.

1.2. Montrer que si v est un vecteur propre de f associé a la valeur propre ), alors soit g(v)
est nul, soit g(v) est vecteur propre de f associé a la valeur propre \.

1.3. Montrer que le vecteur v, =(1111) est un vecteur propre commun a f et g. Préciser
pour chaque endomorphisme la valeur propre associée.

1.4. Déterminer Ker(f) 71 Ker(g).
On considére les vecteurs :

v, = (L1LL,1), v, = (1, -1,1,-1), v5 = (1,0,-1,0), v, = (0,1,0, - 1).

1.5. Montrer que (v,,v-.v4, v,) est une base de & -* formeée de vecteurs propres communs
afetg. On notera cette base B'. Ecrire la matrice de passage, notée P, de la base B
a la base B'.
1.6.

Exprimer les vecteurs de la base B en fonction des vecteurs de la base B'. En
deduire l'inverse de P.

1.7. Donner les matrices de f et g dans la base B', notées respectivement J' et K', ainsi

que les relations entre J et J', entre K et K.




Partie 2

On considéere le sous-ensemble E de I'ensemble des matrices réelles carrées de taille 4
défini par :
a+b a a->b a

- = a a+b a a-b -2
B = 4 Mia.b) = a-b a a+b a (@, b)=E" .

a a—b a a+b
2.1. Exprimer M(a,b) en fonction de J et K.

2.2. Montrer que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E.

2

- 2.3. Montrer que pour tout (a, b)ck

. M(a,b) admet une base de vecteurs propres
indépendants de a et b.

2.4. En déduire une matrice D(a,b) diagonale semblable & M(a,b). Ecrire une relation
entre M(a.b) et D(a,b).

.2.5. Montrer que pour tout entier naturel n, non nul, ona: [M(a,b)]n =M(4""a" 2"p" )

Partie 3

On consideére le damier suivant :

Un pion se déplace avec equiprobabilité sur ce damier de la case ou il se trouve vers une
des cases qui possede avec cette case un coté commun.

Ainsi, si le pion est en N, il peut se déplacer vers B,, B; ou B-, avec des probabilités égales.
On suppose qu'au départ, le pion est sur une case blanche.

B

B e ==

3.1. Ou peut se trouver le pion aprés un nombre pair de déplacements ? Aprés un nombre
impair de déplacements ?

Pin |
P2n

Posons maintenant pour NI, V, =| ps, |OU pour ke[1,5], pc.est la probabilité pour que le
Pan

\ p5.n /
pion soit sur la case B, apres le (2n)-ieme déplacement si n=0 et P, est la proba_bilité pour
que le pion soit sur la case B, au départ. Nous noterons By, 'événement : « le pion est sur
la case B, aprés le (2n)-ieme déplacement ».




3.2. Exprimer, pour tout entier n non nul, (pk‘“)lskss en fonction de (qk'")lsks ,+ Puis

(q k.n)1<k< , en fonction de (pk'“‘l)1<k<s' En déduire deux matrices A et B telles que :
AeM, 5(R), BEM; 4(R) et ¥neli", W, = AV, _, etV, = BW,.

.3.3. Calculer AB et montrer que AB est un élément de E.
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3.4. Montrer que : ¥nelT", (AB)" =M‘ r
3.5. Exprimer de fagon simple, pour tout entier naturel n, non nul, (BA)" en fonction de A,
de B et d'une puissance de AB. Calculer (BA)".
3.6. Déterminer, pour tout entier naturel n, non nul, une relation entre V, etV,.

3.7. Soitnell". Quelle est la probabilité pour que le pion soit sur la case B, aprés le (2n)-
ime déplacement ? Que remarque-t-on ?

Nous admettrons que le résultat du n-ieme déplacement ne dépend que de la position du
pion juste avant ce déplacement et non pas des autres positions précédentes. On a donc, en
particulier : "nelN”, vke[1,4], P(By 4, | Nin+1MByn) = P(Byn+1 INkne1)-

3.8. Montrer que, pour tout entier n, non nul, les événements B,, et B;,,; sont
indépendants.




