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1 Applications de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 1. Soit (1, x2, - ,z,) € R™
n 2 n

Montrer que : (Z xi> <n (Z x?) et étudier le cas de 1'égalité.
=1 =1

Exercice 2. Montrer que :

dx <

/3 Vinz In3
o (e—1Lvz = 2

. . T e s
Exercice 3. Soit n € N*. Prouver que ’ensemble E = /(@1 ,xn) € (RY)"™ » admet une borne inférieure m
Y
1<ij<n ™7
que 'on déterminera.

2 Orthogonalité- Projecteur orthogonal- Distance

Exercice 4. On munit C([0,1],R) du produit scalaire < f,g >= %fil ft)g(¢)de.
Pour i € {0,1,2,3}, on note P; : & — 2 et F = vect(Py, P1, P).
. Montrer que (Py, P1, P2) n’est pas une b.o.n de F.

—_

2. Déterminer une b.o.n de F.
3. Donner F+.
4

. Déterminer le projeté orthogonal de P5 sur F et la distance de P5 a F.

Exercice 5. (Mines Ponts) Soit F un espace préhilbertien réel et B = (e1,ea,- - , e,) une famille de vecteurs unitaires
de E.

n
On suppose que : Vz € E, ||z|* = Z | < er, o > |2
k=1
Montrer que B est une base orthonormale de FE.

Exercice 6. Soit E = M, (R) muni du produit scalaire usuel <,>: E? — R, (A4, B) — tr(*AB). On désigne .¥
I’espace des matrices symétriques et 7 celui des matrices antisymétriques.

1. Vérifier que . et &7 sont supplémentaires orthogonaux dans F.

1 2 3
2. Dans cette question, n = 3. Exprimer la distancede M = |0 1 2| &%
1 2 3

3. On revient & n quelconque. Soit H 'espace des matrices de trace nulle. Montrer que H est un sev de E et
donner sa dimension. Donner une b.o.n de H+.Donner la distance & H de la matrice J dont tous les coefficients
valent 1.



3 Extrait de sujets d’écrit

Exercice 7. Polynémes orthogonaux extrait de I’écrit CCINP 2018 PC Dans la suite du probléme, pour P
et @ éléments de R[X], on définit :
1
Q)= [ PoQW:
-1
L’endomorphisme de R[X], ¢(P) = (X? — 1)P" + 2X P'.
Pour n € N, Up(X) = (X2 = 1)", L, = -2 U{™.

= 2npl
On utilisera les résultats démontrés dans des parties ultérieures du sujet : R, [X] est stable par ¢, (Li)o<k<n est une

base de R, [X] et ¢(Ly) =n(n+1)L,.

1. Justifier que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].
1
1 3
On note || - || la norme associée, qui est donc définie par : || f|| = (/ f(t)th> .
—1
2. Justifier que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].

3. Etablir que : V(P,Q) € R[X]?, (¢(P),Q) = —/1 (t* — 1)P'(t)Q'(t)dt, puis que :
-1

Y(P,Q) € RIX]%, (8(P),Q) = (P, ¢(Q))-

4. Montrer que la famille (L, )nen de polyndémes de R[X] est orthogonale pour le produit scalaire (-, ). On pourra
utiliser le fait que L, est vecteur propre de ¢,.

5. Montrer que : Vn € N*, VP € R,,_1[X], (P,L,) =0.

2 1
1 Pour n € N, on pose Q,, = n2—|— L,,. Que peut-on dire de la famille (Q,,)nen
n

de polynémes de R[X] pour le produit scalaire {-,-)?

6. On admet que || L, |* =

Dans la suite de cette partie, P désigne un polynéme de R[X].

Pour n € N, on note d(P,R,[X]) = o i]lélf[X} |IP — Q|| la distance de P au sous-espace vectoriel R,,[X].
R,

1. Soit n € N. En utilisant un résultat de votre cours, justifier qu’il existe un unique polynéme 7T, de R, [X] tel
que : d(P,R,[X]) = ||P — T,||, puis justifier I'égalité :

n

d(P,R,[X])* = || PI* = _(ex(P))?, ot ex(P) = (P, Q).
k=0

400
2. Prouver que la série > (cx(P))? converge et que : Z(ck(P))Q < |PJ2.
k=0
Exercice 8. ( Ecrits Centrale Math 1 PSI 2022-2023)
1. Montrer que (4, B) — tr (*AB) est un produit scalaire sur ., (R).
2. (Centrale 2022) En déduire que si A € ., (R) telle que 'AA = 0, alors A = 0.
3. (Centrale 2023) En déduire de 1. que, si une matrice A € ., (R) vérifie VM € #,(R),tr (AM) = 0 alors A = 0.

Exercice 9. ( Ecrits Centrale Math 2 PSI 2022)
On note E ’ensemble des fonctions f continues de R’} dans R telles que 'intégrale f0+oo f 2(15)% dt converge. Pour
RY — R
+

a € R%, on note p, la fonction b o

1. Montrer que, si f et g sont deux fonctions de F, alors I'intégrale f0+°° f@) g(t)%t dt est absolument convergente.

2. En déduire que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel C (—Rj_7 R) des fonctions continues sur R’}
a valeurs dans R. .,
Pour toutes fonctions f € E et g € E, on pose, (f | g) = f0+°° f(t)g(t)S— dt.



T Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
La norme || - || associée a ce produit scalaire est donc définie pour toute fonction f € E par

+oo —t 1/2
= ([ ot a)

3. Montrer que lim,_,¢ ||k.|| = 0. On rappelle que, pour tout = > 0, k. (t) = ™1 — 1,

4. Montrer que, pour tout k£ € N, f0+°° the=t dt = k.

5. On rappelle que les fonctions p, ont été définies dans les notations en téte de sujet. La famille (p,,) est-elle

une famille orthogonale de E 7

neN*

6. A chaque fonction f € F, on associe la fonction U(f) définie pour tout x > 0 par

—t

U@ = 0= [ (e 1) 50 a

0

A laide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que pour toute fonction f € E,
lim U(f)(z) =0

x—0
x>0



