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2
Z i 16_”952 cos (y/nzx).

. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).

Exercice 1. On pose f,(z) =

1
2. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, 00| ?
3. Soit a > 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 00 ?
4. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo] ?
_ sin (nx)

1+ n2z2’
1. Etudier la convergence simple de la suite (f,).

Exercice 2. Pour tout = € R, on pose f,(x)

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a, +-oo[ (avec a > 0), puis sur ]0, 4-ocl.

(e

Exercice 3. On pose : Vn e N* Vx e R, f,(z) =
n

1. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn
n=1

2. Etudier la convergence uniforme sur [0, +o0o[ de la série de fonctions Z fn-
n>1
ne® +ze "
Exercice 4. On pose = (22 +1) —————
np fn (x) (a: + ) .
1. Démontrer que la suite de fonctions (fy,) converge uniformément sur [0, 1].
1

. ne® + xe %
2. Calculer lim (mQ + 1) —dx.
n—-+00 n-+x
0
Exercice 5. 1. Montrer que Inwe e’ converge simplement sur R* et normalement sur [a, +-00[ ol
n>1

a > 0. On note S(z) sa somme
2. Soitl, = [; 2nte~™" dt pour z > 0
(a) Calculer I,(x).

+o0
(b) Calculer ) I,(z) . Est-ce une primitive de S'?
n=1

(c) En déduire S(z).

“+oo
Exercice 6. 1. Donner 'ensemble de définition de S : z — Z nTe "
n=1

2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.
3. Déterminer la limite de S en +o0

2"y

Exercice 7. On définit la suite de fonctions (f,), sur [0,1] par fu(z) = 175mr0s-

1. Etudier la convergence simple de (f,,)n.

2. Calculer I,, = fol fn(t)dt et lim, 1o [,,. En déduire que la suite (f,), n’est pas uniformément
convergente sur [0, 1]



3. Proposer une démonstration directe de la non cv uniforme de (fy,)n.

+oo (_1)n—1xn
Exercice 8. Soit f:z+— Z A e
n

n=1
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Donner le domaine de dérivabilité de f’. Calculer f’.
3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 9. On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn €N, Vo € [0,1), un (@) =In (14+ %) - .
n n
= x x
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + —) — —} )
n

n
n=1

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].

2. Calculer S'(1).

+
3

(="

T+n

Exercice 10. On considére S(z) =

i
I

Montrer que S est définie sur | — 1, +o0[.
Monrer que S est C! sur I et donner ses variations.
Donner un équivalent a S en -1.

Donner la limite en -1

ANl S

Limite de S en +o00

+oo
Exercice 11. Pour z € R, on pose F(x) :Z
n=1

1. Montrer que F' est bien définie et continue sur R.

x
n2 4+ x2’

2. Par une comparaison série/intégrale, donner un équivalent de F' en +ooc.

Exercice 12.

1
1. Donner le Domaine de convergence D de la série de fonctions u,(z) = nria: définies pour n > 2.
x"Inn
2. Montrer que S(x) = x%&@) + o(x%)
3. Montrer que S est intégrable sur [1, 4+00].
2n+11 1
Exercice 13. Pour n € N, z €]0, 1], on pose f(x) = :1:2nl(x) et f(z) = xzn(xi.
x? — x? —

1. Montrer que f et f, sont intégrables sur |0, 1.

2. On considére [,, = fol fn(x)ds. Montrer que (I,,), est convergente et déterminer sa limite.

“+o00
1 1
3. Calculer Iy1 — Iy, et en déduire que I, = 1 kg . 7z

Exercice 14. On définit une suite (up), de fonctions sur [0,1] par : up(z) = 1 et pour tout n > 0,

Uni1(z) =1+ /0 un (t — 1) dt.

1. Démontrer que pour x € [0,1], on a 0 < |upy1(x) — up(x)| < (T:TT)'

2. En déduire que (uy), converge simplement vers une fonction u non identiquement nulle



3. Démontrer la convergence uniforme de (uy,), sur [0, 1]

4. Montrer que u est solution de u/(z) = u(x — 22).
Exercice 15. Déterminer la limite quand n — +oo de [*(1 — £)™ d.

Exercice 16. (CCINP 2015)

1
1. Montrer que Z por est convergente.
n>1

2. Montrer que I = fol tt dt existe.
3. Montrer que V(n,p) € N2, fol t"InP(t) dt existe et la calculer.

oo (—1)n1
4. En déduire que I = Z o
n=1
. sin(x) L
Exercice 17. 1. f:rzxr— 1 est-elle intégrable sur RT.
+00 oo
2. Trouver une suite (ay), de rationnels strictement positifs telle que / f(x)dz :Z ap,.
0 n=1

Exercice 18. (Mines 2015)

+o0o
—1)"
1. Domaine de définition de f(z) = g (2+)2
n?+x

n=1

2. Montrer que f est intégrable sur R et calculer cette intégrale.

Exercice 19. Montrer que /0 :;n(_xidx :nzl 1+n2



