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Chapitre 01

Méthodes a retenir :

— Pour justifier qu’une intégrale généralisée converge, commencer par mentionner la continuité ou continuité par mor-
ceaux de la fonction, puis examiner intégrabilité en les bornes impropres (infinies, ou ouvertes sans prolongement par
continuité) par comparaison (via des équivalents ou des majorations de valeurs absolues) aux bornes ouvertes infinies

ou finies de lensemble de continuité.

— Pourcalculerlavaleurd’uneintégrale généralisée convergente : essayer avec les primitives usuelles, ou par changement
de variables, ou par intégration par parties, ou plus tard a l'aide d’une interversion série-intégrale

1 “+o00 1
— Il faut connaitre la nature des intégrales de Riemann / t* dt et / t® dt, et savoir écrire = ¢
0 1

I. Lecoindes3/2
Exercicel |

1. Etudier l'existence (c.a.d. la convergence de I’in-

) L oot
tégrale généralisée) de/ —7
0o 14t
2. Apres avoir remarqué que ro_ 1 !
- AP queq 14+ 1+1¢2’
3 +oo t2
en déduire la nature de/ —dt.
o 1+t
v¢ Calculs usuels
s . . 9 cos(2t) + 1
1. Apres avoir remarqué que cos“t = 5
w/4
calculer/ cos’t dt
0
2. Apres avoir remarqué que £ 1 L
- Ap queq T e L

1 t2
calculer/ dt
o 1+t

3. En remarquant que sin(¢) = Im(e'), proposez
une primitive F' de f : t — sin(t) e~*, puis cal-
+o0o

culerlavaleurde L = / sin(t) e dt.
0

Exercice3 |

En remarquant que f : ¢t — est de la forme

(Int)?
t
u'(t)u(t)?, donner l'expression d’une primitive F' de f
sur]0, +oo[, puis en déduire la nature (convergente ou

+oo (ln t)? U

divergente) de l’intégrale généralisée /
1

Ch.01 Intégration

% Intégrales convergentes

Apres avoir déterminer ’ensemble de continuité de la
fonction dont l'expression apparait sous le signe inté-
gral, justifier I'intégrabilité en les bornes ouvertes (fi-
nies ou infinies) de 'ensemble de continuité.

+o0 In
1. ] = / 3 dt indication : comparer & t=>/
1

en +oo
1 COS
2. J = dt indication : comparerat="/?en

o Vit

1
t
3. K = / ——d¢; indication : faire le change-
o V— Int gl
ment de variablet = 1 — u et comparer @ —

Vi

pourt — 1

vc Intégrales divergentes

Justifier que l'intégrale généralisée suivante est diver-
gente:

+% 1n
1. / Tdt indication : comparer a t~ Len 400
1

2. —dt indication: minorer d
o l+2t 1+ 2t

Y
par /0 §dt

+o0
3. t—2dt ;indication : découper en 1 via la rela-

0
tion de Chasles
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2(1 — cos )
2423

1. Justifier la continuité de f surR;.

Soit f :]0,400[— R, z —

2. Donner un équivalent de f en 0. En déduire que
f estintégrable en 0.

3. Dominer f en +oo par une fonction intégrable
en +-oo.

4. Conclure que f estintégrable sur R’

Il. EXercices
Sl

0 si t<0
Soith:z ¢ t7V/2 si t€]0,1]
72 si t el +oo]

1. Justifier que h est continue (donc par morceaux)
sur |0, o0

2. Justifier que h n’est pas continue par morceaux
sur R.

+o0
3. lintégrale généralisée / h(t) dt est-elle
0

convergente?
o
Soitf:t+— !
oit f : iezh

Apres avoir étudier la continuité de f sur [0, 1], jus-

dt.

1
tifier 'existence puis calculer/
0

1
V1= 12
Y¢ Continuité et théorémes de com-

paraisons aux bornes impropres
Apres avoir déterminer ’ensemble de continuité de la
fonction dont expression apparait sous le signe inté-
gral, puis les bornes impropres, justifier 'existence des
intégrales généralisées suivantes :

T Int T s —3/2
1. 1 = t_zdt ; indication : comparer a t
1

en +oo

L cost
2. J:/ ——dt; indication : comparerat=/?en
0 \/7_5

Ch.01 Intégration

Exercice7 | i

Pourn € N, justifier la convergence et calculer

—+o00
I, = / thetdt
0

Exercice8 | oxix

Enremarquantquer : t — cos(t)e " estla partie réelle
d’une fonction a valeurs complexes ¢ dont on sait cal-
culer une primitive C' sur R, en déduire l’existence et la

“+oo
valeur de l'intégrale généralisée / cos(t)e " dt.
0

Exercice12 |
7’ 7’ 7’ ’ 1 ]- ]. t
Justifier que lintégrale généralisée / MTHdt
0

converge, a l'aide d’une fonction continue ou conti-
nue par morceaux judicieusement choisie.

Exercice13 | <X
Etudier Uintégrabilité sur I = [1, 4o00[ de:
sinx

/1’

b) g : 2 — In(e’® 4 x), selon les valeurs de 3;

Exercice14 | X

Al’aide d’'une intégration par parties, justifiez que pour

a)f:rr+—

" . e, T Int
a > 1, lintégrale généralisée I = m dt
converge. !
Intégrales généralisées conver-
gentes

Vot

Soit K = ——dt;

/0 v—1Int

A laide du changement de variablet = 1 — v,

. 1
montrer que K converge, en comparanta u — N
Uu

lorsquet — 1.

Exercice16 | X

A l'aide du changement de variable affineu = 1 — ¢,

1
étudier la naturede I = / In(1 — t)dt et de
0
1
1
= —dt
- T
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Ytk CDV Déterminer 'ensemble de définition de " : z +—

o g . ’ ’ ’ . 7 Heo dI oo tl’*l —t dt
Oncon5|derel’mtegralegenerallseel:/ —_ ; €
1 x

Vit
1. Quelle est la nature de I? PR PA gk g

. . + . oy . 1
2. Etudier la fonction ¢ : z 1 T2 22 sur Soit f : R™ — R continue, positive et intégrable.

[1, +o00l. 1. Justifier que f(z) —— 0.
+o0o T—+00
3. Montrerque I = / PPN a l'aide du chan- 2. On suppose en outre que f est monotone. Jus-
v2 tifier la convergence de la suite (Sy) y>o définie

gement de variables u = V1 + 2.
4. En déduire la valeur de I, en remarquant que

1 1/ 1 1
w2—1 2\u—1 u+1 -0
S xla fonction Gamma parer | etlim 5y.

IIl. Exercices avanceés
vk Intégrales « de Bertrand »(HP)

par:

N n+1
Sy = Z/ f(t) dt,pour N € N, puis com-
n=0""

1
Soient (o, B) e R, et fu5: 2 +—> ——.
(Oé B) f BT ZEO‘(IDQ,’)ﬂ
I+a e 1
1. Poura > 1,remarquerque 1 < 5 < a, puis justifier que f(z) =0\ = . Conclure que f, s est
T—+00 T2
intégrable sur [2, +oo|
1+ o . , 1
2. Poura < 1,remarquerquel > 5 > a, puisjustifier qu’en +oo, f(z) > —.
€x 2

Conclure que f, 3 n’est pas intégrable sur [2, +-o00]

3. Poura = 1, montrer que f; s estintégrable sur [2, +oo[ si et seulement si 3 > 1. (on pourra faire un changement
de variable)

vevevx intégrale “semi-convergente”

2
1. Montrer que:Vt € [0, g], —t <sin(t) <t.
™

+oo
2. Onveut montrer que l'intégrale / # dt est convergente.
0

in(t
On pose alors, pour toutt > 0, p(t) = w
2.1. Vérifier que ¢ est prolongeable par continuité sur Uintervalle [0, 1].
2.2. Pourtoutz > 1, on définit

vz (x) :/ ©(t) dt.

1
Montrer que l’'ona :

Ve > 1, () = cos(1) — %(a:) —/w%p dt.

2.3. Prouver que () tend vers une limite finie quand x tend vers +oc.

sin(?)

+oo
2.4. Déduire de ces résultat que l’intégrale / — dt est convergente.
0

Ch.01 Intégration 3/8
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ek

Soit £ = {f : I — C; fcontinue et /fzconverge}
I

Vérifier que (f, g) — /f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
I

IV. latétedansles
veveivx intégrale “semi-convergente”

2N sint 2N+1)w S
Montrer que les suites (uy) = (/ Tdt) et (vy) = / Tdt sont adjacentes. On notera ¢ leur
0 0

limite commune Pour tout N € N*, établir les inégalités
uy < / —dt < vy pourtoutz € 2N7, (2N + 1)7| et

'
uns1 < / ﬂdt < vy pourtoutz € [(2N + 1)7

(2N + 2)7].

o, T sint ,
En déduire que l'intégrale / Tdt converge (semi-convergence).
0

[Exercice24 | ook

Calculer I =

Yt v Centrale PC 2016

In(sin z)dz.

Soit f :]0, 1] — R une fonction continue et décroissante. Pour n € N*¥, on note S,, =

()

Montrerque/ f converge si et seulement si la suite (.S,,) converge, auquelcas hm Sh —/ f

Exercice 26 | i

Soit f de classe C? sur R a valeurs réelles, telle que f? et (f”)* soient intégrables sur R et l+1m f =0 = lim f,

prouver que (f')? est intégrable sur R en utilisant une intégration par parties.

APt intégrale “semi-convergente”

1
_ — si E(z) est pair
Soith:x—< ¥

oD si E(z) est impair .

a) Montrer que:
2n+2 2n+1 1
Vn € N, / |h(x )|dx—2/ — dz.
2 X

n

b) Montrer que pour tout N € N*,

/2 Ih(z )|dx2/2N—dx

Ch.01 Intégration

En déduire que h n’est pas (absolument) intégrable sur
I.

c) Montrer que: VN € N,

N
h(z)dx =0

2
d) En encadrant B/2, montrer que:

B 2E(B/2)
/ h(z) dx—/ h(z)dz| <
0 0

B> 2 —_
vB>2, = 2E(B/2)

+oo
e) Conclure que lintégrale / h(z) dz est conver-

2
gente, sans que h soit intégrable sur [2, +o0].
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V. Exercices corrigés a étudier
v 2% Intégrales « de Bertrand » »

+o0 1
Soienta,f e Retl, 5 = ——dt
e # /2 to(Int)?

1. Justifierque f : t —— est continue sur J = [2, +o00[. En déduire que la convergence de I,, 5 équivaut

1
t*(Int)s
a l'intégrabilité en +oo de f.

2. étude d’intégrabilité en +oo:

(a) Lorsque o < 0, justifier que f(t) ﬁ +oo et en déduire que f n’est pas intégrable en +oo, puis que
—+o00
I, 5 diverge.
+ «

1
(b) Lorsque o > 1, montrer que v =

f(t)

t—

vérifiea > v > 1.

Justifier ensuite que P 0, donc que f(¥) s o(t™7) puis que f est intégrable en +oco, puis
——400 —>+00

que /, g converge.

(c) Lorsque o = 1, Effectuez le changement de variables généralisé In ¢ = u et en déduire que I, 5 a la méme
—+o0

nature que —Z En déduire que f est intégrable en +oc si et seulement si 5 > 1, c’est a dire ssi [, 5
n u
converge. 2
1
(d) Lorsque « €]0, 1[, montrer que y = rta

e . t .
Justifier ensuite que % T +00, donc qu’il existe ty > 2 tel que:
—+00

vérifie 1l > v > a.

1

\V/tzth f(t) 2 t,y7

puis que f n’est pas intégrable en -+co, puis que I, 5 diverge.

Correction :

1. Pourtoutt > 2,tInt > 0, donc f est continue sur J = [2, 400 comme inverse d’une fonction continue dont le
dénominateur ne s’annule pas.

Comme f est positive, la vonvergence de / f(t)dt est alors équivalente a l'intégrabilité en +oc de f.
J

2.(a) Par croissances comparées, f(t) P ~+00.
—+00

Ainsi il existe to > 2 telle que ¥t > to, f(t) > 1 et comme / : 1 dt diverge, par comparaison, f n’est
pas intégrable en +oc, donc 1, s diverge. v
(b) Pourca > 1fixé,ona2a > 1+« > 2,donca > v > 1.
1—«a
flt) tetr ot 2 0 , ) l1-a
= T i i o par croissances comparées et car
Donc f(t) = o(t™)

t—+00

< 0.

Ch.01 Intégration 5/8
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+oo
Commet — t~ 7 estintégrable en +oo car l'intégrale de Riemann / t~7 dt converge puisquey > 1,
1

Ainis par comparaison, f estintégrable en +oc, et 1,, 5 converge.
(c) Lorsque o = 1.
ot — Int réalise une bijection monotone et de classe C* de J = [2, +oc[ vers K = [In 2, +oo].

e 7/ . 7/ dt
Par changement de variables généralisé u = p(t) comme 5= du,

“+oo
on en déduit que I,, 3 a la méme nature que / et méme valeur en cas de convergence.

R
In2 U/B
T du

Comme lintégrale de Riemann / —5 cnoverge ssi § > 1, onen déduit que f est intégrable en +oo
ln2 U

et 1, g converge si et seulement si 3 > 1.
(d) Pourca € [0,1[fixé,ona2 > 14 «a > 2a,doncl > a > 7.
1 -«
f@)  tetr ot 2 11—«

= = s ++00, par croissances comparées et car
= (6P (i)P toree P P

> 0.

+o00
Ainsi il existe ty > 2 telle que V't > to, f(t) >t et comme / t~7 dt diverge car v < 1, par compa-
to

raison, f n'est pas intégrable en +oo, donc 1, s diverge.

Questions sur le corrigé :

1) Rappeler la valeur de In 1 et la monotonie de In.

2) Rappeler la nature des intégrales de Riemann au voisinage de +oo.
3) Représenter lensemble A = {(«, 3) € R?; I, 5 converge}
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Notes

! correction : Arctan et linéarité

4 correction : Comparaison

10 correction : on primitive en Arcsin

1 correction : il ne peut y avoir continuité par morceaux sur [—1, 1], car toute subdivision en 0 donne une fonction sans prolongement par continuité en ot.
12 correction : prolongement par continuité;

3 correction : On va vérifier les hypothéses du théoréme des suites adjacentes :
1. VN e N, uy <wvy
2. lalimite suivante existeetestnulle: lim vy —uy =0
N—+o0
3. lasuite (un)nen est croissante.
4. lasuite (vy) Nen est croissante.

Le théoréme des suites adjacentes permettra alors d’en déduire que (un ) Nven et (vn) N en convergent vers une méme limite finie £.

Pour N € N,ona:

@N+D7 gin¢ 2N7 sint @N+DT gin¢
VN —UN = —dt — —dt = —dt >0
0 t 0 t Chasles Jong t

. — sint
par positivité de I'intégrale, et car pour tout ¢t € 2N 7, 2N + 7], IT > 0.
d’ou 1.

<

p'rop; int.

(2N+1)mw o
/ bmtdt
2

1 (2N+1)w
/ |sin(t)] dt <
N~ t 2

@N+DT gint
/ at < 1 T
2N« t croissance 2INT + 7 N 2N + 7

_ Isin®)
T 2N7m+ 7

lon —un| =

int
carpourtoutt € 2Nm, 2N + 7], ane

Donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim |uy —vn| = 0, d’ou 4.
N—+oco

(2N+2)7 sint 2N sint 2N7+2m sint 2N+ ‘Sil’lt| 2N 7427 7‘ Sil’lt|
UN+1 —UN = —dt — —dt = —dt = —dt + ——dt
0 t 0 t Chasles Jon, t Chasles Jon, t N4 t

| sint| | sint| —| sint| —| sint¢|
> ————,etpourtoutt € [2N + nm, 2N + 27), >
t 2N7 4+ 7 t 2N+ 7

Or pourtoutt € 2N7, 2N + 7],

donc par croissance et linéarité de l'intégrale,

1 2N7+m 2N7+27m
UN41 —UN > ——— | sint|dt — | sin ¢|dt = 0, d’ou 3.
2N+ 7 INT 2N+ periodicite
On démontrerait de méme 4.

Conclusion: les suites (un ) Nen et (v ) nven convergent vers une méme limite finie £.

Mais alors poury > 0,0na:

Y sint INT sint Y sint Y sint , ,

eSiN € Nesttelquetelque2N7w <y < 2N7 + ﬂ,alors/ gdt = / ﬂdt +/ gdt =un +/ ﬂdt > up, par positivité de 'intégrale,
- o t 0 t oN7 t oNz t

carpourtoutt € 2Nm, 2N + 7], % >0.

Y sint N7+ sint _ _y
Etuny1 — / ! dt = / ! dt > 0, par positivité de l'intégrale.
0 t Chasles y t
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Y sint
Doncupn < Tdt < UN+1-
0

Y sint
e SiN € Nesttelquetelque 2N7 + 7 < y < 2N + 27, on montre de méme que vy 41 < / %dt <oy
0

P . . Y sint
Dans tous les cas, par théoréeme des gendarmes, on obtient| lim —dt=/¢€eR
y—+oo Jo t

2 correction :

g z T T T g T /2 /2
1= / In(2sin = cos —=)dz =wln2 + / In(sin —)dz + / In(cos =)dz =7ln2 + 2/ In(sin z)dz + 2/ In(cos z)dx
0 2 2 0 2 0 2 0 0

/2 T T
DoncI =7wln2+21 car2/ In(sinz)dz = / In(sin z)dz via le cdvu = m — z sur [r/2, 7] aprés découpage, etvialecdv /2 —x = son a/ In(sin z)dz +
0 0 0

™
/ In(cosz)dz Dou ] = —mIn2
0
25 correction :

_ _ k/n _
PourkZQette}k l,k},onaf(é)gf(t)(k 1>,donclf(ﬁ)§/ f(t)dtglf(u)
n n n n n n (k—1)/n n n
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