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I. Rappels de PCSI

.1 Vocabulaire et définitions

[Définition 1 (Sommes partielles).}

Etant donnée une suite (u, )nen € CV, on définit la suite (Sy ) ven de ses sommes partielles par :

N
VNEN, Sy =) w

k=0

[Définition 2 (Série numérique, natu re).}

Etant donnée une suite (u, ),en, €t (Sy)ven la suite de ses sommes partielles, on appelle série numé-

rique de terme général u,, le couple ((u,)nen, (Sn)ven), que Pon note Z U, OU Z Uy,
n>0 n>0
e Si la suite (Sy) yen des sommes partielles converge vers une limite ¢ FINIE,

on dit que la série Z u, converge,

n>0
+o0
et la valeur de la limite de cette suite est appelée somme de la série, et est notée Z Uy, |
n=0
e Si la suite (Sy) yen des sommes partielles n’admet pas de limite FINIE,
on dit que la série Z u,, diverge
n>0
+oo
(il est alors impossible d’écrire Z u,, pour cette série divergente ).
n=0
N
Remarque 1. ; u, converge <:>N1_1>IEOO z% u,, existe et est FINIE.
7/ . e 7/ . 1 . 1 .
exemple 1. Lasérie (téléscopique) Z —— converge, carlasuite | 1 — ——— de ses sommes partielles
n>1 n 1 N + 1 N>1

converge. La somme de la série vaut

= 1
Y-y
—n n—+1

exemple 2. La série Z 1 diverge, var la suite (N + 1) de ses sommes partielles diverge. Il est INTERDIT d’écrire

n>0
+00
E 1:la somme n’existe pas!!!
n=1
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[Définition 3 (Reste).]

+o0
Si la série Zun converge, pour tout N € N, on note Ry = Z u, le reste d’ordre N, et on a:
n>0 n=N+1

+o0
Ry + Sy = Z un, €n notant Sy la somme partielle d’indice V.

n=0

1.2 Série a termes positifs

2.a) Notation sommatoire en cas de divergence d’une série a termes positifs
—+00
Convention : pour une série a termes positifs, on peut écrire Z u, = +oo pour traduire la limite divergente de

n=0

la suite des sommes partielles de cette série divergente.
+0o0 +0o0

exemple 3. Z 1 = 400, mais Z(—l)” n’existe pas.
n=1 n=1

2.b) Critére de convergence

[Proposition 1 (CNS de convergence d’une série positive).}

Soient (uy)n>0 € RT Ona: Z u,, converge si et seulement si il existe M > 0 tel que:
n>0

N
VNEN, ) u, <M

k=0

démonstration : La suite des sommes partielles (Sy) est croissante. Elle converge si et seulement si elle est majorée
par une constante (FINIE). (J

2.c) Comparaison de séries positives

[Proposition 2 (comparaison par inégalité).}

Soient (u,),>0 € RY et (v,)nen € RY.Ona:
Sivn e N, 0 < u, <wv,et Z v, converge, alors Z u, converge.

n>0 n>0
+00 oo

Sivn e N, 0 < u, <wv,et Zun = +oo diverge, alors Zvn = +00.
n=0 n=0

démonstration : Pour les sommes partielles,ona0 < Uy < Vy, VN € N.
Si (Vi) converge, alors la limite majore les sommes partielles de la série positive Z uy,, donc elle converge.
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Si (Uy) diverge, alors la limite des sommes partielles de la série positive Z u,, est +o00, et par comparaison de

suites, (V) diverge vers 400, donc Z v, diverge. OJ

[Proposition 3 (comparaison via équivalent positif).}

Soient (u,)n>0 € C et (v,)nen € RY.Ona:Sivn € Nyu, >0, v, > 0etsiu, ~ wv,,alors Zunet
n—+400
n>0
Z v, ont méme nature.
n>0

démonstration : Le premier point résulte directement du théoréeme de comparaison entre séries a termes positifs, et
du fait que l'absolue convergence implique la convergence.
Pour le second point, il suffit de remarquer que siu,, ~ v, alorsil existe ng € Ntel que:

n—-+0o

Vn > ng, 0 < u, < 2v, +n" 2, eton conclut grace au théoreme de comparaison de séries positives. [

1.3 Grossiéere divergence

[Proposition 4 (grossiere divergence).}

Si Z u, converge, alors lim u,, = 0.

Par contraposée, si (u,,) ne tend pas vers 0, alors Z u,, diverge, on parle alors de grossiére divergence.

démonstration : u, 1 = S,11 — Sy. Si (S,) admet une limite finie ¢, alors (u,,) a pour limite ¢ — ¢ = 0.0

1.4 Séries géométriques

(Proposition 5 (séries géométriq ues).}

+o0o
1
Za" converge <= |a] < 1 | auquelcas Za” = :
l1—a
n>0 n=0
N a® — gN+!
démonstration : Poura # 1,onapourtout N € N, Sy = Z a" = B qui converge vers une limite finie
—a
n=0

’N—f—l

si et seulementssi |a = 0,ssi |a| < 1.Sitel est le cas, lasommevaut 1/(1 — a).
—+00

Le casa = 1 est direct: la série est grossiérement divergente. [J
1 <=1
exemple 4. — converge et — =2
pled. > - convergeet ) -
n>0 n=0
exemple 5. Z 3" diverge.

n>0
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4.a) Série exponentielle réelle, via la formule de Taylor

Rappel :| pour f declasse C**!,ona f(z) = Z %#f(J)(U) + / %ﬂkﬂ)(u) du.
. 0 .

par exemple pour f : z — e**;ona:

PN _ [Tamwt Ly
e —Zﬁ%—rkavecrk— i Te U

=0

x _ )k k+1
€x|/ %' = el 2] » 0, on obtient
0 !

Comme <
Irel < (k+ 1)! hotoc

[Proposition 6 (exponentielle complexe ).}

400 Z] N Z]
eZ:Zf: lim f,VzEC

— j1 N—otoo &~ jl!

j=0 Jj=0

1.5 Séries absolument convergentes, comparaison

On dit que la série numérique E u,, est absolument convergente si la série (positive) E |u,| converge.
n>0 n>0

[Proposition 7.}

Toute série absolument convergente est convergente.

, . . ’ n + n
démonstration : Dans le cas d’une suite réelle (u,), on note, pour toutn € N:u' = max(0,u,) = UTM et
u, = —max(0,u,) = M, de sorte que:

VneN, u, = ub —u,, 0 <ut <ug|, 0 <u, < uy.

n_

SIE \un\converge,alorsparcomparaisondesériespositives,E uf{convergeversunelimitefinieL*,etE u,

N N
converge vers une limite finie L™. On en déduit que Z = 0Ny, = Zu,f — Zu; ﬁ LT — L™, donc que
——+o0
n=0 n=0

n

E u,, converge.
Dans le cas complexe, on se raméne au cas réel en remarquant que | Re u,,| < |u,|, donc E Reu, est ACV. Eton

procede de méme pour Z Im u,. O

Remarque 2. Attention, il existe des séries numériques convergentes, non absolument convergentes!

. sinn , | sin n|
On montrerait que Z —— converge, mais que Z —_—
n

n>1 n>1

diverge.
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[Proposition 8 (comparaison a une série positive).]

Soient (u,),>0 € C" et (vy)neny € RY.Ona:Siu, = O(v,) etsi Zvn converge, alors ZU" est
n>0 n>0
absolument convergente, donc convergente.

démonstration : Comme il existe K tel que |u,| < Kuv,,Vn, on applique théoreme de comparaison entre séries a
termes positifs, puis le fait que I'absolue convergence implique la convergence.
]

1.6 Famille sommable

Lorsque la série numérique Z u,, est absolument convergente, on dit que la famille (u,,),en €st som-
n>0
mable.

EX (1/n?),en- est sommable, mais pas ((—1)"/n)pen-
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Il. Formule de Stirling

r-[Théoréme 9 (Formule de Stirling) |

>
n n
n! ~ \/2n7r<—)

n—+o0o e

démonstration (non exigible) :

lemme 10. /[ existe v > 0 tel que:
"1
2 T oo In(n) + v+ o(1).
Ill. Comparaison série-intégrale

1.1 Technique de comparaison

(2.16, 4.86)

_____________

w3

e VR

! i

| iW4

i S :

i 1

‘ ws . .

| We :

!

|

!

!

' 4

2 /3 f(3)dt ]

’ / f(4)dt

4 6

; /5 f(5)dt .

i /6 f(6)dt

!

I

i

|

i

i

{
: . 1 ‘ ‘ ‘ :
2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6 6.5 7 75

(7.95, -0.38)
N N
lemme 11. Pour f décroissante, c.p.m. positive, Sy = Z f(k), In = / f()dt,ona Iy + f(0) > Sy > Int1
k=0 0

k+1
dém: f(k+1) < /k ()t < k) (Ex)

donc ensommantde0a IV,
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N+1
Syi1— £(0) < /0 F(t)dt = Inys < Sy

Cest a dire
Iny1 < Sy < In+ f(0)oubien
Sy — f(0) <Iy < Sn-1 (%)

technique d’encadrement série-intégrale pour une fonction monotone c.p.m. Elle permet d’établir des convergences
et des divergences de séries, d’estimer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes de séries convergentes dans
le cas d’une fonction monotone,

[Corollaire 12 (Comparaison série intégrale (a redémontrer)).}

Soit f : RT — R une fonction continue par morceaux, décroissante et positive.

+o0
Si / f(t) dt converge, alors (1) converge, donc (Sy) est croissante et majorée donc converge, et ainsi la série

0
Z f(n) converge.
n>0
Si la série Z f(n) converge, alors (Sy) converge, donc (1) est croissante et majorée donc converge, et ainsi
>0
o
alors f(t) dt converge.
0
Ainsi
+oo
Z f(n) converge <—- / f(t) dt converge.
n>0 0

(c.a.d. la série et Uintégrale ont méme nature : elles sont simultanément convergentes ou divergentes)

lemme 13. Equivalent des sommes partielles en cas de divergence.

N N
Pour f décroissante, c.p.m. positive telle que Z f(n) converge, alors Z f(n) et Iy = / f(t)de.
—+00 1
n=1

dém:Dans Sy — f(0) < Iy < Sy_1 (%),ondivisepar Sy > 0:1— f(0)/Sy < In/Sy <1-— f(N)/Sy eton conclut par
gendarmes.

lemme 14. Encadrement des restes en cas de convergence.
“+o0o
Pour f décroissante, c.p.m. positive telle que Z f(n) converge, en notant Jn = / f(t)dt, alors

N
IJN <R, <Jn-1 (2)

dém :en sommant (Ey) pourkde N +1aP:

P+1 P i1 P
> A= 3 fern< [ fndes 3 k), done
(=N+2 k=N+1 N+1 k=N+1
400
Ryio < Jnj1 = / f(t)dt < Rnyi
N+1

doncJy <R, <Jn_1 (2)
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1II.2 Séries de Riemann

0.9
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13 14

[Proposition 15 (séries de Riemann).]

1

E — converge <= a > 1
nCM

n>1

re-démonstration : on applique la technique de comparaisons précédente a la fonction 2 — — qui est bien continue sur
X

10, +o0], positive, et décroissante lorsque o > 0.0

démonstration PCSI :
eCasa <0:—netendpasvers0:ilya grossiere divergence.
n

1 n+1 d N+1 dt N 4 1)—a+1 -1
C 0,1[: Vn e N*, — > ,donc S *E .
eCasa €]0,1[:onaVn € ’na_/n onc Sy na_/ ] N 400
1 e N+1dt
oCasa:1:Vn€N*,>/ —doncSN—E / In(N +1) —In(1) ——— +o0.
n n N—+o00
1 modt )7ttt —1 1
eCasa > 1l:onaVn > 2, — < —donc0<SN_§ = < . Les sommes
ne n—1t no‘ —a—l—l -«

partielles sont majorées, donc la série a termes positifs converge. D

- . 1 1 . .. 1
exemple 6. Les séries de Riemann (PCSI) Z ot Z Esont convergentes, mais les séries Z o Z fsont divergentes.
n>1 n>1 n>1 n>1
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IV. Reégle de d’Alembert, série exponentielle
IV.1 Regle de d’Alembert des séries numériques

[Proposition 16 (Regle de d’Alembert des séries numériques).]

Soit (avn )nen € CN une suite de nombres complexes tous non nuls.

— Silasuite <w> admet une limite finie £ et si ¢ € [0, 1], alors la série numérique Z oy, est absolu-
|Oén| neN n>0
ment convergente, donc convergente.

— Silasuite ( [t ) admet une limite Zetsi ¢ > 1, alors la série numérique Z oy, est (grossierement)
| neN n>0
divergente.

. . Q41 2. 2 g a .
— Sila suite (’ ‘”Jr‘ |> converge vers ¢ = 1, la série numérique E ay, peut étre convergente ou diver-
Qn neN

n>0
gente.
démonstration : L L
o . a e rs - —
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, ’|n+‘1’ < ; = ~, car par définition de la limite, pour ¢ = — > 0,
(679
[ 41] —¢| < g,a.p.c.r.ng.
||

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ny, |a,| < 7" 7"|ay,|. par comparaison avec la série géo-
métrique de raison v € [0, 1] convergente, on obtient que Z || converge.

n>ngo
0 . {+1 e ey . /-1
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, ’T%‘l’ > ; = 1, car par définition de la limite, pour ¢ = — > 0,
(679
|41 < €,a.p.C.Lr. .
o, — ¢

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ny, |a,| > 7" 7"°|au, | par comparaison avec la série géo-
métrique de raisony > 1, on obtient que Z |y, | diverge (grossiérement).
n>ng

exemple 7. Attention, tout peut arriver danslecas/ = 1!!!
, 1 n?
La série — converge, avec li — =1
Z n? g n—+too (n+1)2
n>1
n

- 1. .
La série g — diverge, avec lim =1
n

a1 n—+oo (n + 1)

IV.2 Série exponentielle complexe

{Proposition 17 (Série exponentielle).}

n
Pour tout z € C, la série exponentielle Z Z—' est absolument convergente (vers e*, ’exponentielle de z).
.

n>0

Remarque 3. Plus tard, de tels développements en des puissances entiéres de z seront appelés “développements en série
entiere”.
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V. Séries alternées

r—{Théoréme 18 (Théoréme spécial des séries alternées).} \

Supposons
1. lasuite (uy,)nen est alternée  (i.e. ((—1)"u,,) a un signe constant);
2. lasuite (|uy|)nen est décroissante;

3. lim |u,|=0;
n—-+00

Alors la série Z u, converge.

n>0
+oo
En outre la suite (R ) des restes est du signe de ug, et VN € N, |Ry| < |un1], 00 Ry = Z Uy,
n=N+1

démonstration : Dans le cas ug > 0. On a pour toutn € N, ug, > 0 etug,+1 < 0.

On va montrer que les suites (Ax) = (Son) et (By) = (Son+1) Vérifient les hypothéses du théoremes des suites adja-
centes, donc convergent vers une méme limite finie.

ePour N € Nyonaant1 —any = Sont2 — Son = usn42 + uon+1 = |uon2| — |uan41] [ |)§ 0, donc (ay) est
un|) decr.

décroissante.

ePour N € Nyonabyy1 — by = Son+s — Son+1 = Uon+3 + UaNt2 = —\u2N+2\ + ‘U2N+1‘ ‘ |)Z 0, donc (bN) est
un|) decr.
croissante.

e Pour N e N, anN — bN = SQN — SQN+1 = —U2N+1 > O,donc pourtoutN € N, ayN > bN.

e0ONna |CLN — bN| = |u2N+1| — 0
N——+oco

Conclusion : d’apreés le théoréme des suites adjacentes, (ay) et (by) convergent versune mémelimite 4, (etVN € N, ay >
£>by).

Par ailleurs, VN € N, Son41 < £ < Sonyo,donc0 < £ — Soni1 < Sonyo — Sont1 = uan+2,donc |[Ron 1| < |uan 2|
et Sony > £ > Sont1,donc0 > £ — Soy > Son1 — Son = uan+1,donc |Ron| < |uan1]-

Le cas u, < 0 estanalogue. .

Remarque 4. Lorsque ce critere s’applique, Sy fournit alors une valeur approchée de la somme S, a |Ry| prés
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-0.2

-0.3

-0.4

L f@) =

-0.7

-0.8

-0.9

400
P —1)"z" .
exemple 8. L'ensemble de définition de z — Z (=1 est] —1,1], et pour z € [0, 1], la somme partielle Sy (x) est une
n=1
aleur approchée de la somme a res.
valeur app N1 p
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VI. Produits de Cauchy

Etant données deux séries numériques Z u,, et Z vn, leur produit de Cauchy est la série Z wy, de terme gé-

n>0 n>0
n
néral w, = Z URUp—f = Z Wil
k=0 p,q€N; p+q=n
,—{Théoréme 19 (produit de Cauchy).] .

Si Z u, et Z v, sont deux séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy Z w, est aussi
n>0 n>0 n>0
absolument convergent, et :

+o00 400 k 400 +o00
Su=3 (S| = (Tw] (S
k=0 k=0 \p=0 p=0 q=0
démonstration : (non exigible) q
e Dans le cas ou les suites (u,, ) et (v, ) sont a termes positifs,
400 +00 2 . . . . -
onnoteU = Zu" etV = Zvn. Pour N fixé:
n=0 n=0
k=14
N k N N 4 * > + .
oD unp = > | w D vnp S ;
k=0 =0 p=0 n=p k=1 Z Z UpVq
N—p N N 3 p=0 q=0
. 4 N * * 4 *
Zup Z v | < Zup X va, le membre de droite ek
p=0 =0 p=0 p=0 o Do upvas,
tend vers UV, donc les sommes partielles de la série po- k=R=0 \p=0.,
%r * *
sitive Zwk et majorées donc convergent vers W, avec ‘ ‘
k
W <UV. Kl .
‘9. * C'S 4
2N n 2N 2N 2 2
En outre, Z Zupvn_p = Zup Zvn_p = Z_(:)E_; UpVg
n=0 =0 p:O n=p k =03P_ = N \\\ S .
2N <2N—p ) N 2N—p N N ' 0 ¥ 2 i a
U v | > U v | > U v 4
S (3 ) 2 T (X ) 2 3w ()
p=0 £=0 p=0 =0 p=0 £=0 Z UpVq < Z Z UpVq | < Z UpVq
doncalalimite W > UV.DouW =UV. 1 - 0spas? k=0- A=t O<hasi
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e Cas général : montrons d’abord que la série z wy, est absolument convergente.
n>0
“+o00 “+o00
Notons A = Z |un| et B = Z |un|. Soit N € N.Ona:
n=0
N N /N N
§JW-z§yMp<z:zmmmA:z(zwmwozzowzmwo<zmw«w
n=0 n=0 |p=0 p=0 \n=p p=0 n=p
Donc Z w,, est absolument convergente, donc convergente, vers un nombre WW.
n>0
N N N
Ennotant,pour N e N, Uy = Zup, VN = qu, etWy = qu, ona:
p=0 q=0 q=0
N [N N q N N N N
CACELLRD 91 Dot 5 of D o) TED w11 D o B ot b oo
p=0 \ ¢=0 q=0 \ p=0 p=0 q=0 p=0 q=p
N N
—IZ% qu qu > l—\ZUp S >3 Sl
= g=N-p+1 p=0g=N—-p+1

pws en remontant” les calculs precedents en remplacants les termes des suites par leurs valeurs absolues :

N [N N q N N N
[UNVN — Wy | < Z Z |upllvg| | — Z Z |upllvg—p| | = Z |up| Z lvgl | — Z |wq]-

p=0 \ q=0 q=0 \ p=0 p=0 q=0 q=0

Le cas positif montre que le membre de droite tend vers 0, d’ou 'existence de la limite: lim Wy = lim Uy X
N—+o00 N—+o0
lim Vy O
N—+o0
oo n +oo
x J . :
exemple 9. exp(z) = Z — et exp(y) = Z — sont les sommes de deux séries absolument convergentes. Leur produit de
n m:

n=0 m=0
Cauchy est donc absolu ment convergent etla somme vaut

— (@ +y)°
Z Tl' Z Z S — ' m' Z s! Z ( ) binéme:Newton ; s!

m*O s=0 m=0

"ona exp(x + y) = exp(z) X exp(y)

Remarque 5. On verra au chapitre “séries entieres” que :

[Proposition 20 (exponentielle complexe).]

exp(z 4 iy) = exp(x) exp(iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) = e ¥, Vz,y € R

+oo . 100 .25 2 100 .2g+1, 2¢+1 +oo 2 +oo . 2g+1

LD DTel) DL TP DR i B v D I Gy

n=0 p=

= cos(y) +isin(y)
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A - Compléments sur les séries numériques

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiére année sur les séries, notamment la convergence
absolue, en vue de [’étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
L’étude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Technique de comparaison série-intégrale.

Formule de Stirling : équivalent de n!.

Regle de d’Alembert.

Théoréme spécial des séries alternées, majoration et signe
du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-
intégrale pour établir des convergences et des divergences
de séries, estimer des sommes partielles de séries diver-
gentes ou des restes de séries convergentes dans le cas d’une
fonction monotone.

La démonstration n’est pas exigible.

La transformation d’Abel est hors programme.

La démonstration n’est pas exigible.
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VII. compléments : Calculs constante d’Euler et Wallis
VIl.1 Constante d’Euler

1
Soit f : [1,4+o0[— R, t — T Pour toutn > 1, on note w,, = / f(t)dt — f(n+1).

n

1. Comme f( ) f(n+1)>w, >0, par comparaison avec la série télescopique convergente

Z f(n (n+ 1), lasérie Z wy, converge, on note W sa somme.
n>1 n>1
N-1 141 dt N-1 1 N 1
2. Pourtout N > 1, = — —.
S A e S >y
k=1 =1 k=1
N N-1
. 1 . - ,
3. ainsien posantgy = Z T InNonagy =1-— Z wy, et la suite (gN)Nzlconverge vers la limite notéey =1—-W.
k=1 k=1

Cette limite est appelée « constante d’Euler ». Elle vaut environ 0, 577...

Vil.2 Formule de Stirling

,—[Théoréme 21 (Formule de Stirling).] \
n n
n! ~ 2nm (—)
n——4o0o e

démonstration (non exigible) :
1. (@) Pourt € [n,n+ 1],In(k) <Int < In(k + 1), donc par croissance de 'intégrale,
k+1
In(k) < / Intdt <In(k+1)
k

(b) Ensommant pour k allantdela N — 1,

N-1 N-1
In((N=1)1) =Y In(k) < / Intdt < Y In(k+1) =In(N)
pet (@) (D) 1=

Ainsi,commet — tInt — t est une primitive sur |0, +oo[ de ¢ — Int, on obtient
NInN - N s In(N!) : (N+1DIn(N+1)— (N+1)—2In2+2=NInN + O(In N)
Ainsiln(N!) = NInN — N + O(In N).
(c) Enposantv, = In(n!) — nlnn + n,on calcule
Unt1 — U =In((n+1) xn!)—(n+1)In(n+1)+ (n+1) —In(n!)+ nlnn—n
=In(n+1)+In(n!) —nln(n(l1+1/n)) —In(n+ 1)+ (n+1) —In(n!) + nlnn —n
= —nh(l+1/n)+1 = —n[l/n —1/(2n%) + O(1/n%)] = % + 7, 0U T, = O(1/n?) est le reste d’une série
convergente.

On en déduit que la série télescopique Z Un41 — Uy CcONverge, et en notant S sa somme, que
n>1

N_1 (N-1y Nl
ln(N!)—NlnN—i-N—l—vN—Ul—;Unﬂ_vn_2;n+;rn
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s 1 .
cestadirevy —1= = —InN+ T sy o(1) , en utilisant la constante d’Euler
n—+oo 2 2

(d) Ainsi,pour/ =1+ ~/2+ S, onamontré que:

1
In(N!) = NImMN-N+_-InN+/+0(1)
n——+o00 2
NlNNllNZ(l) N\
nN—-N+—=In N+{+o
et en passant a l'exponentielle, N! = e 2 = KVIN (e) eo(1) (F)

A\
Cestadire| NI ~ K\/N<e> (%)

n—-+00

On va ensuite justifier que K = V2.

VII.3 Intégrales de Wallis

On pose pour N >0, Wy = /0”/2(sin )™ dt.
w/2 T w/2 /2
1l.(a) i. Wy = / (sinz)?dz = 5 etW; = / sinz dr = [—cosz],’” = 1.
0 0
w/2 w/2
Soitn > 2: W, = / (sinz)" dz = / (sinx)""2(1 — cos® 2) dz:
0 0

/2 /2 /2
= / (sinz)"?dx — / (sinx)" 2 cos’ x dox = W,_o — / (sinz)" % cosx x cosx dx
0 0 0

linéarité
: n—1 /2 T2 (o3 n—1
= Wpoo— %cosx —/ (sinz)"” X (—sinz) dz
LP.P. n—1 0 0 n—1
1 . .
Donc:Vn > 2, W, = W,_9 — —1Wn, ce qui fournit la relation de récurrence: VYn > 2, W,, =
n —
n—1
Wh—2 (R).
ii. On montre al ’ NI €6 Pyt < Wy — L2PH T
ii. On montre alors par récurrence surp € N la propriété P, : « Wy, = @) 2 »
initialisation : Wy = g
hérédité : supposons P, pour un entier p € N. d’apres (R),
W _2p+2-1 _2p+1 _ (2p+1) (2p)! E_(2p+2)(2p+ 1) (2p)! E
PERT Topyr2 P p42 P 20p+1) (20p1)22 20+ D2 (20p!)22
_ Qe+t T,
BCCDICESIE 5 d’ou Ppy1
. , - (2Pp!)?
On montre de méme par récurrence sur p € N la propriété Q, : « Wo, 11 = W »

initialisation : W1 = 1.
hérédité : supposons Q,, pour un entier p € N. d’aprés (R),
2p+3-1 _(p+2) @2rp)?  Re+DPE @) RETY(p+1))?

W - — = = , d’ou
2t p+3 o, 2p+3)2p+ 1) (2p+3).2p+2) (2p+1)! (20 +1)+1)
Qp+1-
— @) B (2Pp!)?
Ainsi:|Vp € N, W, = (2rp))? 5’ et Wopi1 2+ 1]
2p)! V2p(2p)*Pe= el
iii. Soitp € N, d’aprés la formule (x) : Wy, = (2p) T oo p(2p)Te Ke z,donc
1. (2Pp!)? 2 p—too 22p(, /ppPe—re™)2 2
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T
~ 1
mgpp%+&>w2pkf ()

(b) Soitn € N.Vz € [0,7/2],0 < sinz < 1,doncsin(z)" " < (sinz)™

w/2 /2
Par croissance de lintégrale, on adonc W,,11 = / (sinz)"dz < / (sinz)" de =W,
0 0

donc’ la suite (W),,) est décroissante ‘

Soitn > 1.0n a en particulier W, 1 < W,, < W,,_1. Comme W,, > 0, on en déduit que:
V0> LW W < W2 < W Wt

. (2p)! 7w (2Pp!)? T s
c) Soitp € N. Pourn = 2p, W,, W, = Wo, W- = — = ~ .
(c) Soitp urn = 2p, W, Wi 2wWort! = GooT 9 p + 11~ 3(2p 1 1) »iee 202)
7 (2Ppl)? (2p +2)! (2p+2)m T
P =2 1: W Wy = Wop 1 W- =— = ~
ourn = 2p + nWn+1 1 Wapt2 = 5 2+ D) @ (p+ D12 22(p+ 1)2 pieo 2(2p + 1)
s
Donc Wan+1 n%ﬁjroo %
(d) D’apres le 2b), W, W, - = (1+0(1)) " Deméme W, W, = m+o(l) ™ Lenca
P Pl e 2n ¢ n—+oo 2n n T o 2n— 2 nrtoo 2n

s 2 . . ™
drement précédent montre que la suite (nTV?) converge, et que hr}rq nW2 = 5" Comme W, > 0, Vn > 0,on a
n—-+oo

s
l. = —
Vi \fg ’

R [ . T
d’ou W, BECTURY e puis Wy, Wt \ 3% 2p (2)

S I v N .
De (1 2 — o~ — = . K=+2n|O
(e) De(1)et(2)on dedwtque1/4p Ll \/%K,donc N Conclusion V2
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3.a) A-Compléments sur les séries numériques

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiére année sur les séries, notamment la convergence
absolue, en vue de [’étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
L’étude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Technique de comparaison série-intégrale.

Formule de Stirling : équivalent de n!.

Regle de d’Alembert.

Théoréme spécial des séries alternées, majoration et signe
du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-
intégrale pour établir des convergences et des divergences
de séries, estimer des sommes partielles de séries diver-
gentes ou des restes de séries convergentes dans le cas d’une
fonction monotone.

La démonstration n’est pas exigible.

La transformation d’Abel est hors programme.

La démonstration n’est pas exigible.
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