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I. Dénombrabilité, sommabilité

1.1 Définitions

Un ensemble est dit (resp. au plus) dénombrable s'il est en bijection avec (resp. une partie de) N, c’est-

a-dire s'il peut &tre décrit en extension sous la forme {z;,i € I} ou I = N (resp. I C N) avec des z;
distincts.

lemme 1. N? est dénombrable.
On énumeére en contre-diagonales [J

lemme 2. 7Z est dénombrable.
n . .
= si m pair
n— (n—1 o ~ est une bijection de N vers Z. [J
si m impair

Sont dénombrables : Z, un produit cartésien d'un nombre fini d'ensembles dénombrables, une union au plus
dénombrable d'ensembles dénombrables. Une partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

[Proposition 3 (Admis )J

on sait associer a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d'éléments de [0, +00] sa somme le €

icl
[0, 4+00].
—+00
Pour tout découpage en paquets [ = U I, de I, le = Z(Z :171>
neN el n=0 i€l,

Définition 2.

La famille (z;);c; d'éléments de [0, +o00] est dite sommable si le < 00.
i€l

1
exemple 1. Zn € Nm

((=1)")nen non sommable!

= 1%/6,

Remarque 1. En pratique, dans le cas positif, on peut découper, calculer et majorer leurs sommes directement,
la finitude de la somme valant preuve de sommabilité.

Une famille (x;);c; au plus dénombrable de nombres complexes est dite sommable si (|x;|);cr |'est.
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1.2 Calculs avec une famille sommable
[Proposition 4 (Admis).]

Pour I = N, la sommabilité d’une suite équivaut a la convergence absolue de la série associée. Si |z;| < y;
pour tout i € I, la sommabilité de (y;):c; implique celle de (z;);e;.

[Proposition 5 (Admis) J

En cas de sommabilité, les sommes se manipulent naturellement grace aux propriétés suivantes :
e croissance x; < y;, Vi € [ = E xr; < g Vi
icl icl

o linéarité : Z/\xi +y; = AinJrZyi

1€l 1€l 1€l

+oo +oo
e sommation par paquets : pour [ = U I,, ona sz = ZZ@

n=0 i€l n=0i€l,
e théoréme de Fubini : Z Gy = sz”
ijeIx el jed
e produit de deux sommes : Zazl X Zyk — Z Tilk
i€l keK (i,k)eIx K
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II. Probabilités, variables aléatoires discrétes et lois usuelles

II.1 Univers, événements

Définition 4.

Si  est un ensemble au plus dénombrable, appelé univers, on appelle tribu sur 2 une partie A de
I'ensemble P(2) des parties de €2 telle que :

1. Qe A,

2. pour tout A € A, I'événement contraire A = Q\ A appartient a A,
—+00

3. pour toute suite (A,),>0 d'éléments de A, la réunion U A,, appartient 3 A.
n=0

On dit alors que les éléments de la tribu A sont les événements.
On dit alors que le couple (€2,.4) est un espace probabilisable

exemple 2. A = {(,{P},{F},{P,F}} est une tibu sur Q = {P, F'}. Cela peut servir & modéliser un jet de
piéce a pile ou face.

[Déﬁnition 5 (Evénement)J

On appelle événements tous les éléments d’une tribu A sur 2.

[Déﬁnition 6 (Evénement contraire).]

Pour tout événement A € A, A = Q\ A est appelé événement contraire de A (complémentaire
dans Q).

[Déﬁnition 7 (union U, OU ensembliste).}

Pour (4,) € A", on note ’événement U A,, défini par
neN
VweQ, we [|An < (AneNweA,)
neN
Ainsi la réunion U A, correspond a la réalisation d’au moins un événement A,,, pour au moins une

neN
valeur n € N.
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[Déﬁnition 8 ( intersection N, ET ensembliste).}

Pour (A,) € A", on note I’événement ﬂ A,, défini par

neN
Vwe R, we (A< (WneNweA,)
neN
Ainsi I'intersection ﬂ A,, correspond a la réalisation de tous les événements A,, pour n € N.

neN

Remarque 2. L’univers ) n’est en général pas précisé. Les éléments de A sont les événements.

exemple 3. Ecrire I'événement réussir lors d’une tentative paire a I'aide des (F});>; dans une succession de pile
+oo

ou face : U Fy,

p=1

[Proposition 6.}

La tribu est par définition stable par réunion finie ou dénombrable et par passage au complémentaire.
Elle est donc également stable par intersection finie ou dénombrable.

+00
Remarque 3. w € U A<= VneN weA,et

n=0

+oo
w E ﬂAn:)HnGN,wEAn

n=0

11.2 Loi de Probabilité

[Déﬁnition 9 (Evénements incompatibles).}

Deux événements A et B de A sont dits incompatibles (ou disjoints) si AN B = ().

[Déﬁnition 10 (loi de probabilité).]

Si 2 est un ensemble et A4 une tribu sur €2, on appelle probabilité sur (2,.4) une application
P: A—0,1] telle que :

1. P(Q) = 1,

2. |o-additivité]| pour toute suite (A,),>o d’événements deux a deux incompatibles,

() - Sriao
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[Déﬁnition 11.}

On appelle espace probabilisé un triplet (2, A4, P) ou A est une tribu et P une probabilité sur
(Q,A).

(Définition 12.)

Pour tout événement A € A, on appelle probabilité de A le nombre P(A) =P ({w € ; w € A})

I1.3 Calculs de probabilités d’événements

[Proposition 7 (passage au complémentaire).}

Pour tout A de A, P(A) =1 — P(A).

(Proposition 8 (réunion).}

Pour tous A, B de A, P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

(Proposition 9 (Evénements incompatib]es).}

Si deux événements A et B de A sont incompatibles alors P(ANB) = 0 et P(AUB) = P(A)+P(B).

Cela est méme valable pour les réuninons dénombrables, c.f. o-additivité.

[Proposition 10 (croissance) J

Si deux événements A et B de A et si A C B, alors P(A) < P(B).

{Proposition 11.]

+0o0
[ An€ A
n=0
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[Proposition 12 (Continuité croissante )J

si (An)nso0 est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A,, C A, 1, alors :

Jm P, (UA)

démonstration :
N
Pour N € N,ona Ay = U A,. La suite (P(Ax))n est donc croissante, et majorée par 1 donc converge.
n=0

[Proposition 13 (Continuité décroissante )]

si (An)nso0 est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A, 3 C A,, alors :

Jm P4, (ﬂA)

400 +oo
démonstration : On passe au complémentaire 1—P(A4,) = P(AY) converge vers P (U AS) =1-P (ﬂ A,

n=0 n=0

N——

Remarque 4. Application, pour une suite (A, ),en d’événements (non nécessairement monotone) :

n
U A, est croissante, donc la limite suivante existe IP(U Ak> U Ay
o NS0 k—+o00

k=0

_N n
De méme (ﬂ An> est décroissante, donc ]P(ﬂ Ak> " (ﬂ Ak>
—+400
N>0

n=0 k=0

[Proposition 14 (Sous additivité )J

si (A,)nen est une suite d’événements, alors :

+o0o +oo
P (U An> <> P4
n=0 n=0

démonstration : C’est vrai pour les sommes finies, donc a la limite lorsqu’elles existent dans R U {+o0}.
Remarque 5. En cas de divergence de la série & termes positifs Z P(A,,), on rappelle que
+00
> pia
n=0
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II.4 Conditionnement et indépendance

4.a) Probabilités conditionnelles
(Définition 13.)

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, on appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B le réel

P(AN B)

Notation Pg(A) = P(A | B).

[Proposition 15.]

L’application P est une probabilité sur (€2,.4).

P(B
démonstration : on a Pp() = % =1

La propriété sur les réunions dénombrables résulte directement de celle de P. [J

[Proposition 16 (Formule des probabilités Composées).J

Soient Ay, ..., A, des événements tels que P(A4; N---N A,) # 0. Alors
P(Al NN An) = P(Al) X PA1 (AQ) X PAlﬁAz(AZi) X oo X PAlﬁ---ﬁAn,1 (An)

démonstration : par récurrence sur n > 2

exemple 4. Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire une a une et sans remise 3 boules.

Quelle est la probabilité que les deux premiéres soient blanches et que la troisiéme soit noire ?

— — 4 3 3 6
P(BiN B2 N Bs) = P(B1) Pp,(B) Pp,(Bs) = - x o x - =

Remarque 6. On adopte la convention P(B | A,)P(A,) = 0 lorsque P(4,) = 0.

4.b) Indépendance d’événements

[Déﬁnition 14 (Indépendance de deux événements).}

Deux événements A et B sont dits indépendants si|P(AN B) = P(A) x P(B)|.

Remarque 7. Pour de tels événements, P(A) = Pp(A) : la réalisation éventuelle de B n’influe pas sur celle de

A.
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[Proposition 17.}

Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut & Pp(A) = P(A).

~—

démonstration P(AN B) = P(A)P(B) <= Pp(A) = ———— <= Pp(A) =P(A) O

exemple 5. Jeux de dés

[Déﬁnition 15 (Indépendance d’une famille finie d’événements).]

Des événements Ay, ..., A, sont dits mutuellement indépendants si pour toute partie J non vide
de [1,n], on a :
p (ﬂ Aj) =[P,
jeJ jeJ

Remarque 8. L’indépendance des événements A; deux & deux n’entraine pas leur indépendance si n > 3!

[Déﬁnition 16 (Indépendance 2 & 2 d’une famille finie d’événements).]

Des événements Ay, ..., A, sont dits deux 4 deux indépendants si
pour tous i,j € [1,n], P(4;NA;) =P(A;) x P(4;)

exemple 6. événement A : pile au premier lancer
événement B : pile au deuxiéme lancer
évenement C : les deux lancers donnent le méme résultat
P(A)=P(B)=P((C)=0,5
P(ANnB)=P(BNC)=P(CNA)=0,25 les événements sont deux a deux indépendants.
P(ANBNC)=0,25%# 0,5 ils ne sont pas mutuellement indépendants

exemple 7. Une urne contient quatre jetons : un vert, un blanc, un rouge et un tricolore vert-blanc-rouge. On
en tire un au hasard. On considére les trois événements :
V' = {le jeton tiré contient du vert} B = {le jeton tiré contient du blanc} R = {le jeton tiré contient du rouge}

OnaP(V)=P(B) = P(R) - ~

172
P(V N B) = P(tricolore) = — = P(V)P(B), donc V et B sont deux a deux indépendants, et idem pour B
et R, ainsi que V et R.
1
Par ailleurs, P((V N B) N R)) 1 #P(VNB)P(R) =

Comme, Pyrp(R) =1 # P(R), car V N B = {tricolore
et C' modifie notre information sur R.

La notion d’indépendance deux a deux n’est donc pas suffisante pour traduire I'idée intuitive d’indépendance
de plusieurs événements. Ceci motive la définition suivante.

| =

1

o N~

1

— X
4 . . . .

}, la connaissance de la realisation simultanée de V'
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{Proposition 18.}

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

[Proposition 19.]

Si B est indépendant des (4,), alors il 'est des (4,,).

II.5 Systémes complets d’événements, probabilités totales
[Déﬁnition 17 (Evénement presque sﬁr).]

On appelle événement presque-sir un événement A € A tel que P(A) =1

exemple U F, la réalisation d’un face dans la répétition infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes.
neN

[Déﬁnition 18 (Evénement négligeable).]

On appelle événement négligeable un événement A € A tel que P(A) =0

exemple ﬂ F, la réalisation systématique de tirages face dans la répétition infinie d’épreuves de Bernoulli
neN
indépendantes.

[Déﬁnition 19 (Systéme complet dénombrable d’événements).}

Une famille dénombrable (A,,),eny d’événements est dite systéme complet dénombrable d’éveé-
+oo

nements si : ) = UA” et, Vi #j, AiNA; =10

n=0

Remarque 9. On peut partitionner €2 en une réunion dénombrable d’événements disjoints deux & deux.

(Proposition 20 (Formule des probabilités totales).]

Si (An)nen est un systéme complet d’événements, alors la série Z P(B N A,) converge et

n

P(B)=> P(BNA,) =) P4, (B)P(A,)
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démonstmtj_on :
Ona B = U (BN A,) est une réunion d’événements deux a deux incompatibles.
n=0
+o0o +o0o
Donc par définition de P, on a P(B) = P <U (BN An)> => P(BNA,).
n=0 n=0

Or pour n € N, on a P(A, N B) =P4,(B)P(A,), dou le résultat. [

exemple 8. On dispose de 3 urnes U;, Us, Us, chacune contient 10 boules; parmi elles, U; contient 1 blanche,
U, contient 2 blanches, et Uz contient 6 blanches. On tire au hasard une boule dans I'une des trois urnes. Quelle
est la probabilité d’obtenir une blanche ?

On note B P'événement "on obtient une boule blanche" et A; 'événement "on tire la boule dans 'urne
U". {A1, Ay, A3} forme un5systf,me 6compllet dg’événements, et : P(B) = P(A41)P4,(B) + P(A2)P4,(B) +

1 1
P(A?))PAs(B):l_OX§+1—OX§+1—OX§:E

Remarque 10. Convention P(B|A,,)P(A,,) = 0 lorsque P(4,) = 0.

[Déﬁnition 20 (Systéme quasi-complet dénombrable d’événements).}

Une famille dénombrable (A, ),eny d’événements est dite systéme quasi-complet dénombrable

+0o0
d’événements si les A,,, n € N sont deux a deux incompatibles et si P (U An> = 1.
n=0

Remarque 11. la formule des probabilités totales reste vraie pour un systéme quasi-complet dévénements c’est
+00

a dire pour une suite (A, ),en d’événements deux a deux incompatibles tels que Z P(A,) =1.
n=0

[Proposition 21 (Formule de Bayes).}

Soit (A,)nen est un systéme complet d’événements (ou quasi-complet), et B un événement tel que
P(B) > 0.
Alors

P4, (B) P(4) P4, (B) P(A)

Vk € N*, Py(Ay) = —
> P4 (B)P(4,)
n=0

P(B)

P(A, N B)

démonstration : Par définition, Pg(Ay) = B (D)

“+oo
Par la formule des probabilités totales, P(B) = Z P4, (B) P(A,)
n=0

D’ou le résultat en faisant le quotient. [J
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exemple 9. Test viral. Un laboratoire propose un test de dépistage du virus Ebola.
Des études randomisées ont permis d’établir les statistiques suivantes :
e si le patient est sain, le test est négatif dans 99.8
e si le patient est malade, le test est positif dans 99.9
On sait d’autre part qu’il y a un animal malade sur 10000. Peut-on avoir confiance en ce test 7 Pour cela,
on déterminera :
a) la probabilité que le patient soit malade, sachant que le test est positif;
b) la probabilité que le patient soit sain, sachant que le test est négatif.

a) (M, M) est un systéme complet d’événements. Bayes

999 1
(M) PM(P) P(M) _ 1000 10000 — 111 ~ 4.76%
=~ 999 1 19999 ,
Py (P) P(M) +Py(P) P(M)  p0070000 T 0070000 2999
b) (M, M) est un systéme complet d’événements. Bayes
P (P) P(IM 499 9999 9
(M) M( ) ( ) _ 500 10000 - — 997900 ~ 9999%

X7 5] ~ 199 9999
Pyr(P) P(M) + Py (P) P(M) 500 10000 Mloooo 997903
Si le test est positif, la probabilité que le patient soit vraiment malade est trés faible. Avec ce test, les patients
déclarés malades sont en majorité sains, on ne peut donc pas avoir confiance en ce test pour déterminer si un
patient est malade.

Par contre, si un patient est déclaré sain, on peut étre sir qu’il 'est avec une probabilité de 99,99%. On peut
donc avoir confiance en ce test pour déterminer si un patient est sain.

I1.6 Variables aléatoires discrétes
6.a) Définition

[Déﬁnition 21 (variable aléatoire discréte a valeurs réelles).}

Soit (€2,.4) un espace probabilisable.

Une variable aléatoire discréte réelle X est une application X : 0 — R définie sur €2, telle que :
i) X (Q) est au plus dénombrable ii) pour tout z € X(Q), X '({z}) = {w € & X(w) =z} est un
événement de la tribu A.

Remarque 12. L’univers {2 n’est en général pas explicité.

Remarque 13. On peut méme considérer des variables aléatoires a valeurs dans F un R-espace vectoriel de
dimension finie.

Par exemple, la variable alétaoire & valeurs dans F' = M (R) valant X (0) = 5 avec probbilité X (1) = —215,
sur 'univers w = {0, 1}

Notation 1. Pour x € X(Q), on note (X =) ou |[{X =z} ={w e Q; X(w)=2}|=X""{z})

Notation 2. Pour A € A, on note (X € A) ou|{X € A} ={weQ; X(w)ecA}|=X"{A})

Notation 3. Pour X : QQ — R, et 1 € R, on note (X > ) = {w € Q; X(w) >} =X "'({[z, +oc[})

Ch.07 Probabilités Discrétes 12/23
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6.b) Loi d’une variable aléatoire discréte

[Déﬁnition 22 (Loi d’une variable aléatoire discréte).]

Si X est une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (12,4, P), la loi de X est la donnée des
P{w € Q; X(w) =k}) pour k € X ().
On la note Py, et on peut la définir comme suit :

Vk € X(), Px({k}) = P(fw € & X(w) = k}) = P(X"'({k})) = PUX = k})

Remarque 14. Py est une loi de probabilité sur (X (Q), P(X(Q2))).

exemple 10. Pour = [1, 6]]2 muni de la loi uniforme P et de la tribu A contenant tous les singletons “couples”
{(wi,w2)}, S ¢ (Wi, w2) = wi + wy )

o 1612 id =k
La loi Pg de S est donnée par :Vk € [2,12], Pg(k) = #00.7) € | ’3(]3] L ;

Remarque 15 (IMPORTANT). La loi de probabilité Py est déterminée par la distribution de probabilités

(P(X = x))xeX(Q)-
Cette distributin est dénombrable, on peut lui associer une suite p, de valeurs de probabilités en posant
X(Q) ={z,;n €I} et p, =P(X = z,) pour des z, deux a deux distincts.

On a alors 1 = P(Q)) = Z P(X = z) :an

2EX(Q) nel
6.c) Variables aléatoires usuelles

rappels Loi de Bernoulli de paramétre p
[Déﬁnition 23.]

Soit p €]0, 1[. On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, ce que 'on note X ~ b(p) si :
X(Q)={0,1}etsiP(X =0)=(1—p)et P(X =1)=p

[Expérience aléatoire :] On tire une piéce de monnaie (équilibrée ou pipée), avec 1 le succes Face, 0 I’échec
Pile.

rappel : loi Uniforme sur [1, N]
(Définition 24.)

Soit N € N*. On dit que X suit la loi uniforme sur l'ensemble {1,... N} ce que 'on note X ~
Unif([1,N]) si :

X(Q) = [1, N] et si P(X = j) = % vj e [1, N].

[Expérienee aléatoire :) tirage équiprobable dans une urne contenant N jetons numérotés de 1 a N.
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rappel : loi binomiale de paramétres N € N et p € [0, 1]
(Définition 25. )

Soient p €]0,1[ et N € N*. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres N et p, ce que 'on note
X ~ B(N,p) si:

X(Q)=[0,N]etsiP(X =k) = (JZ) (1 —p)NFp*, VEk € [0, N]

[Expérience aléatoire :} On compte les succés (Face) en N tentatives simultanées et indépendantes de lancers
de piéce, en notant 1 le succés Face de probabilité p, O I’échec Pile de probabilité 1 — p.

Loi Géométrique de paramétre p
(Définition 26. )

Soit p €]0, 1[. On dit que X suit la loi géométrique de paramétre p, ce que I'on note X ~ G(p) si :
X(0) = N* et Vk € N*, P(X = k) = (1 — p)*1p

—+00

Remarque 16. 1 = Z(l — p)k_lp
n=0

Remarque 17. Interprétation en termes de répétition : [X = k| représente la réalisation d’un premier succés lors
de la répétition indépendante d’épreuves de Bernoulli de méme loi b(p).

[Expérience aléatoire :] On répéte des tirages successifs indépendants d’une piéce, en notant 1 le succés Face

de probabilité p, 0 I’échec Pile de probabilité 1 — p, jusqu’a obtenir un premier succés (Face), et on compte le
nombre de tirages nécessaires.

[Proposition 22.]

P(X > k)= (1—p)*, forallk > 1.

R Ry = (1_p)k—_ kK
demj:zk;rlp(l p) _pl—(l—p)_(l p)

6.d) Loi de Poisson de paramétre \
(Définition 27.)

Soit A > 0. On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A, ce que 'on note X ~ P(\) si :

g
X(Q)=NetVkeN, P(X =k) = o

X e Aan
Remarque 18. 1 = g '
n!
n=0
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Remarque 19. Interprétation en termes d’événements rares : si on considére une expérience répétée un tres grand
nombre de fois IV, avec une probabilité de succés py faible et X la variable comptant le nombre de succés, alors

X suit approximativement la loi P(A) lorsque Npy ~ A
—+00
C’est ce qu’on appelle 'approximation binomiale-Poisson (exercice)
ke k=1

P(X =k)= (Z)pk(1 —p) k= (”li) H(l — %) x (1—p)"*

i=1

; k
— (np) (1 . i enln(lfnp/n) x efkln(lfnp/n) n—+0o0 A A

— x1xe”

o n il x1 U

exemple 11. Suite & une vaccination contre le paludisme, dans une population a risque, on estime a 2%, compte
tenu du délai d’immunisation, la proportion de personnes qui seront pourtant atteintes de la maladie. Quelle est
la probabilité de constater, lors d’un controle dans un petit village de 100 habitants tous récemment vaccinés,
plus d’une personne malade ? (on supposera 'indépendance des éventualités).

Compte tenu des hypothéses, le nombre de malades est ici régi par une loi binomiale de paramétres n = 100
et p = 0,02. On a np = 2 et les conditions d’approximation (np(1—p) < 10) par une loi de Poisson sont réalisées,
en posant A = np = 2. Soit m la probabilité cherchée ; avec les notations ci-dessus, on a :

P(X =k)=e 2%/l /donc 1 —m~P(X =0)+P(X =1)=0,406 , soit : m ~ 0,6

L’application (peu pratique) de la loi binomiale aurait fourni 1 —m = (0,98)100 + 2(0,98)99 ~ 0, 403. Soit
m ~ 0,597. L’approximation est donc ici excellente.

6.e) Compléments

Notation 4. On note X ~Y lorsque les variables X et'Y suivent la méme loi.

[Déﬁnition 28 (Loi d'une variable aléatoire image).}

Si f: R — R est une application, et si X est une variable alétoire discréte réelle sur (€2, .4, P), alors
on définit une variable aléatoire notée f(X) en posant :

Vw e Q, f(X)(w) = f(X(w))

exemple 12. X ~ b(p), [ : z +— 2z — 1, on vérifie que f(X)(Q) ={-1,1}, P(f(X)=1)=P(X =1)=pet
P(f(X) = —1) =B(X = —1) = 1 - p

[Proposition 23.}

Si X ~Y alors f(X) ~ f(Y).

Ch.07 Probabilités Discrétes 15/23
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NOUVEAU Programme PC 2022 :

Variables aléatoires discrétes

On généralise I’étude des vartables aléatoires a valeurs dans un ensemble fini menée en premiére année aux
variables aléatoires discrétes. Ces outils permettent d’aborder, sur des exemples simples, ’étude de procédés
stochastiques a temps discret. La mise en place du cadre de cette étude se veut a la fois minimale, pratique et
TigouTreuse :

— la notion de tribu n’appelle aucun autre développement que sa définition ;

— [étude de la dénombrabilité d’un ensemble et la construction d’espaces probabilisés sont hors programme ;

— les diverses notions de convergences (presque sire, en probabilité, en loi, etc.) sont hors programme.
Toutes les variables aléatoires mentionnées dans le programme sont implicitement supposées discretes.

La notion de variable a densité est hors programme.

La notion d’espérance conditionnelle est hors programme.

A - Ensembles dénombrables, familles sommables

Ce préambule propose une introduction a minima de la dénombrabilité et des familles sommables, afin de
poser les bases de vocabulaire, méthodes et résultats qui seront admis, et directement utilisés. Chaque professeur
est libre d’en adapter le contenu au niveau de formalisme qu’il juge préférable pour ses étudiants.

Cles notions ne feront l’objet d’aucune évaluation spécifique, et leur usage est strictement réservé au contexte
probabiliste.

— Un ensemble est dit (au plus) dénombrable s’il est en bijection avec (une partie de) N, c¢’est-a-dire s'il
peut étre décrit en extension sous la forme {z;,i € I'} ou I =N (I C N) avec des z; distincts.

Sont dénombrables : Z, un produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables, une union
au plus dénombrable d’ensembles dénombrables. Une partie d'un ensemble dénombrable est au plus
dénombrable.

— En vue de généraliser les sommes finies et les sommes de séries de réels positifs, on admet sans soulever de
difficulté qu’on sait associer a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, +00] sa somme

+00
Z z; € [0,4+00], et que pour tout découpage en paquets [ = U I, de I, Z xr; = Z(Z xl)

i€l neN i€l n=0 €l,

La famille (x;);c; d’éléments de [0, +00] est dite sommable si Z x; < oo. En pratique, dans le cas positif,
iel

les étudiants peuvent découper, calculer et majorer leurs sommes directement, la finitude de la somme

valant preuve de sommabilité.

— Une famille (x;);e; au plus dénombrable de nombres complexes est dite sommable si (|z;]);er est. Pour
I = N, la sommabilité d’une suite équivaut a la convergence absolue de la série associée. Si |z;| < y; pour
tout 7 € I, la sommabilité de (y;);c; implique celle de (x;);e;.

En cas de sommabilité, les sommes se manipulent naturellement grace aux propriétés suivantes : crois-
sance, linéarité, sommation par paquets, théoréme de Fubini, produit de deux sommes.

B - Probabilités, variables aléatoires discrétes et lois usuelles

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Univers, événements, variables aléatoires discrétes

Univers €, tribu A. Espace probabilisable (2, .A).

Evénements.

Une variable aléatoire discréte X est une application
définie sur €, telle que X (£2) est au plus dénombrable
et, pour tout x € X(Q), X '({x}) est un événement.

On se limite a la définition et & la stabilité par les

opérations ensemblistes finies ou dénombrables.
“+o0o

Traduction de la réalisation des événements U A, et

n=0
—+00

ﬂ A, alaide des quantificateurs 3 et V.

n=0

Généralisation du vocabulaire relatif aux événements
introduit en premiére année.

L’univers €) n’est en général pas explicité.

Notations (X = z), {X =z}, (X € A).
Notation (X > x) (et analogues) lorsque X est a va-
leurs réelles.

b) Probabilité

Probabilité sur (€2, A4), o-additivité.

Espace probabilisé (€2, A, P).

Probabilité de la réunion ou de la différence de deux
événements, de I’événement contraire.

Croissance de la probabilité.

Continuité croissante, continuité décroissante.

+00 “+o0o
Sm&mmmMéJ%LL%>g§:PM@.
n=0 n=0

Evénement presque siir, événement négligeable.

Notation P(A).

Application : pour une suite (A,),eny d’événements
(non nécessairement monotone), limites quand n tend
vers l'infini de

k=0 k=0
En cas de divergence de la série a termes positifs
Z P(A,), on rappelle que
400
Z P(A,) = +oo.
n=0

Systéme quasi-complet d’événements.

c) Probabilités conditionnelles

Si P(B) > 0, la probabilité¢ conditionnelle de A sa-

chant B est définie par la relation P(A|B) = Pg(A) =
P(ANB)
P(B)

Ch.07 Probabilités Discrétes
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CONTENUS

L’application Pp définit une probabilité.
Formule des probabilités composées.
Formule des probabilités totales.

Formule de Bayes.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Si (Apn)nso0 est un systéme complet ou quasi-complet
d’événements, alors

P(B) = io P(BNA,) = io P(B|A,)P(A,)

On rappelle la convention P(B|A,)P(A,) = 0 lorsque
P(A,) =0.

d) Loi d’une variable aléatoire discréte

Loi Px d’une variable aléatoire discréte.

Variable aléatoire f(X).
Si X ~ Y alors f(X) ~ f(Y).

Variable géométrique de paramétre p € ]0,1] :

Vk € N*, P(X = k) =p(1 —p) .

Variable de Poisson de paramétre A > 0 :
/\k
-2

Couple de variables aléatoires discrétes.

Loi conjointe, lois marginales.

Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.

La probabilité Py est déterminée par la distribution
de probabilités (P(X = 2))zex(0)-

On note X ~ Y lorsque les variables X et Y suivent la
méme loi, sans soulever de difficulté sur cette notation.
On ne souléve aucune difficulté sur le fait que f(X)
est une variable aléatoire.

Notation X ~ G(p).

Relation P(X > k) = (1 — p)*.

Interprétation comme rang du premier succés dans
une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli indépen-
dantes et de méme paramétre p.

Notation X ~ P(A).
Interprétation en termes d’événements rares.

Un couple de variables aléatoires est une variable aléa-
toire a valeurs dans un produit.

Notation P(X =z,Y =y).

Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

e) Evénements indépendants

Indépendance de deux événements.

Indépendance d’une famille finie d’événements.

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Ch.07 Probabilités Discrétes

Si P(B) > 0, 'indépendance de A et B équivaut a
P(A|B) = P(A).

L’indépendance deux a deux n’entraine pas I'indépen-
dance.
Extension au cas de n événements.
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies
sur € sont indépendantes si, pour tout A C X(Q)
et B C Y(Q), les événements (X € A) et (Y € B)
sont indépendants.

Suites de variables aléatoires indépendantes, suites
ii.d.

Fonctions de variables indépendantes :

si X 1LY, alors f(X) 1L g(Y).

Lemme des coalitions :

si les variables aléatoires X;,...,X, sont indépen-
dantes, alors f(Xi,..., X)) et g(Xpy1,...,Xp) le
sont aussi.

Notation X 1L Y.
De facon équivalente, la distribution de probabilités
de (X,Y) est donnée par

PX=z,Y=y) =P X=2)P(Y =y).
Extension au cas de n variables aléatoires.
On ne souléve aucune difficulté quant a l’existence
d’un espace probabilisé portant une suite i.i.d.
Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d.
de variables de Bernoulli.
Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

Ch.07 Probabilités Discrétes
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Probabilités

Les chapitres de probabilités permettent de développer les compétences sutvantes :
— modéliser des situations aléatoires par le choix d’un espace probabilisé ou de variables aléatoires adéquats ;
— maitriser un formalisme spécifique aux probabilités.

A- Espaces probabilisés

Cette partie a pour objectif la mise en place du cadre général de la théorie des probabilités permettant d’aborder
I’étude de processus stochastiques a temps discret. Cette mise en place se veut minimale. En particulier :

— la notion de tribu ne doit donner lieu a aucun développement théorique autre que sa définition ;

— la construction d’espaces probabilisés n’est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection
avec N. Ensembles finis ou dénombrables.
Dénombrabilité de Z, d’'un produit cartésien de deux
ensembles dénombrables.

Un ensemble fini ou dénombrable peut étre décrit en
extension sous la forme {z, ; n € N}.

Toute autre connaissance sur la dénombrabilité est
hors programme.

b) Espace probabilisé

Si Q2 est un ensemble, on appelle tribu sur 2 une partie
A de 'ensemble P(2) des parties de Q telle que :

1. Qe A,
2. pour tout A€ A, A=0Q\ A€ A,

3. pour toute suite (A,),>0 d’éléments de A, la
“+00

réunion U A,, appartient a A.
n=0
Si ) est un ensemble et A une tribu sur €2, on appelle
probabilité sur (€2, A) une application P: A — [0, 1]
telle que :
1. P(Q) =1,
2. pour toute suite (A,),>o d’événements incom-
patibles,

p<fj 1) - §P<A")'

On appelle espace probabilisé un triplet (£2,.4, P) ou
A est une tribu et P une probabilité sur (€2, .A).

Ch.07 Probabilités Discrétes

L’ensemble €2 est I'univers; il n’est en général pas pré-
cisé. Les éléments de A sont les événements. Les étu-
diants doivent savoir expliciter un événement a partir
d’autres événements en utilisant la réunion, I'intersec-
tion et le complémentaire. On fait le paralléle entre le
vocabulaire probabiliste et le vocabulaire ensembliste.
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Propriétés :
+o0
— ﬂ A, € A.

— Continuité croissante : si (A, )n>0 est une suite
d’événements telle que, pour tout n, on ait

A, C A1, alors :
~#(U)

— Continuité décroissante : si (A,)n,>0 est une
suite d’événements telle que, pour tout n, on

ait A,.1 C A, alors :
=r(A)

— Sous additivité : si (A, )nen est une suite d’évé-
nements, alors :

+0o0o “+oo
P(U An) <> P4
n=0 n=0

lim P(A,)

n—-+00

lim P(A

n——+o0o

c) Conditionnement et indépendance

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0,
on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B
le réel P(AN B)
N
Pp(A) = —5 7
P(B)
Formule des probabilités composées.
Systéme complet dénombrable d’événements.
Formule des probabilités totales : si (A,)nen est
un systéme complet d’événements, alors la série

Z P(BNA,) converge et

- io P(BNA,) = io P(B | An) P(An)

Formule de Bayes.

Ch.07 Probabilités Discrétes

Notation Pg(A) = P(A | B). L’application Pg est
une probabilité sur (2, .A).

Ce paragraphe étend rapidement les concepts et résul-
tats vus en premiére année dans le cadre des univers
finis.

On adopte la convention P(B | A,)P(A,) = 0 lorsque
P(4,) =0.

La formule reste valable dans le cas d’une suite
(Ay)nen d’événements deux a deux incompatibles tels

que ZP(AH) =1

n=0
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Indépendance de deux événements.

Indépendance mutuelle d’une famille finie d’événe-
ments.

CAPACITES & COMMENTAIRES
Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut a
P(A| B) = P(A).
L’indépendance des événements A; deux a deux n’en-
traine pas leur indépendance mutuelle si n > 3.

d’) Généralités (sur les variables aléatoires)

Une variable aléatoire discréte X sur (£2, A) est une
application définie sur €2 dont I'image est finie ou dé-
nombrable et telle que 'image réciproque de tout élé-
ment de X (Q2) appartient a A.

Notations (X € U), {X € U}.

Loi d’une variable aléatoire discréte.

Si X prend ses valeurs dans { z,, ; n > 0 }, les x,, étant

distincts, et si (pn)nso0 est une suite de réels positifs
+o0o

vérifiant Z pn, = 1, alors il existe une probabilité P

n=0

sur (22, A) telle que P(X = z,,) = p,, pour tout n € N.

Pour tout U C X (), X '(U) est un événement.

Démonstration hors programme.

d) Lois usuelles

Pour p dans ]0, 1], loi géométrique de paramétre p :
la variable aléatoire X suit une loi géométrique de
parameétre p si et seulement si

Vk € N¥, P(X =k)=p(1 —p)F

Série génératrice, espérance et variance.
Loi de Poisson de paramétre .
= PC @ compteur Geiger.

Notation X < G(p).

La loi géométrique peut étre interprétée comme rang
du premier succés dans une suite illimitée d’épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.

b) Espérance et variance

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans
un ensemble dénombrable {x,, ; n > 0} est dite d’espé-

rance finie si la série Z z, P(X = z,,) est absolument
convergente ; si tel est le cas, on appelle espérance de

+oo
X, noté E(X), le réel anP(X = Zp).
n=0

+o0o
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = Z P(X >
n=1

Ch.07 Probabilités Discrétes

+oo
On admet que la somme anP(X = x,,) ne dépend

n=0
pas de 'ordre d’énumeération.

S PC : énergie moyenne de systémes a spectre discret.
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CONTENUS

Théoréme du transfert : si X est une variable aléa-
toire et f une application a valeurs réelles définie sur
I'image {x,, n € N} de X, alors f(X) est d’espérance
finie si et seulement si la série YP(X = z,) f(x,)
converge absolument. Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =) P(X = z,) f(2n):

CAPACITES & COMMENTAIRES

Démonstration hors programme.

Ch.07 Probabilités Discrétes
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