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I. Couples de variables aléatoires discretes
1.1 Couple

[Définition 1 (Couple de variables aléatoires discrétes).}

Si X etY sontdeuxvariables aléatoires discretes sur (2, A, P), application couple notée (X, Y') définie
par (X,Y) : wr— (X (w), Y (w)) est une variable aléatoire sur 2, a valeurs dans X (Q2) x Y ()

Définition 2.

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires discretes sur (€2, A, P), leur loi conjointe est la
loi de la variable aléatoire (X, Y), définie par :

Vo € X(Q), y € Y(Q), PUX,Y) = (2,9)}) = PUX = 2} n{Y = 3})

Les lois Py de X et Py de Y sont appelées les lois marginales de (X, Y).

exemple 1. En pratique, on fait un tableau a double entrée donnantlesP({X = z;} N {Y = y;}):

Y\ X |z x T P
Yo 1/16 | 2/16 | 3/16 | 6/16
n 1/16 | 7/16 [ 2/16 | 10/16
Py 2/16 19/16 | 5/16
Remarque 1. Attention : la données des marginales ne donne pas la loi du couple!

contre-exemple : (X, Y) suit la loi uniforme sur {(0,0), (0, 1), (1,0), (1,1)}

et (X/, Y/) donnée par P(ng/)(o, 0) = 1/8, P(Xfyy/)(L O) = 3/8 P(X/y/)(o, 1) = 3/8, P(X/,y/)(l, 1) = 1/8

ont les mémes marginales, mais ne sont pas égales!!!

Enrevanche, P(Y =y) = Z P(Y =y, X = x) :laloi du couple donne les marginales.

zeX ()
Définition 3.

Soitz € X () telque P({X = z}) > 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant { X = 2} la loi de probabilité définie pourlesy € Y (Q2) par
Py ({Y = y}).

1.2 Indépendance de deux variables
[Définition 4 (Variables indépendantes).}

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur 2 sont indépendantes si, pour tout A € X (Q) et
B CY(Q), les événements (X € A) et (Y € B) sontindépendants.

Si tel est le cas, on note le fait que X et Y sontindépendantes.
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| Notation: X 1L Y|

Remarque 2. De fagon équivalente, la distribution de probabilités de (X, Y") est donnée par:
P(X=z,Y=y)=PX =2)P(Y =y).

[Définition 5 (alternative).}

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies sur un espace probabilisé (2, A, P) sont dites indé-
pendantes si,

V(z,y) € X(Q) xY(Q),P{X =2,V =y}) =P(X =2) x P(Y =y).

Remarque 3. onnote {X =z,Y =y} ={X =z} n{Y =y}

[Proposition 1.}

Soient X et Y sont deux variables aléatoires.
SiX 1 Y,alors f(X) 1L g(Y).

1.3 Propriétés de espérance

[Proposition 2.}

Si X etY sontdeuxvariables aléatoires discretes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY) = E(X) E(Y).

Démonstration hors programme
idée : OK pour des variables aléatoires a espaces d’états finis, puis théoréeme de Fubini sur la loi du couple (X, Y).

Remarque : réciproque fausse pour X =Y de loi b(p) par exemple

1.4 Propriétés des fonctions génératrices

[Proposition 3.}

Si X et Y sont deuxv.a. indépendantes, alors Gx,y = Gx x Gy

dém: parindépendance de t* et ¥, E[t* Y] = E[t*|E[t']
Remarque Cela s’étend aux sommes finies.
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1.5 Variance d’une somme
[Proposition 4.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2E[(X — E(X))(Y —E(Y))].

Démonstration: (X —E(X))(Y —E(Y)))> = (X —E(X))* +2(X —E(X))(Y —E(Y)) + (Y —E(Y))?

[Définition 6 (Covaria nce).]

Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =E(XY) -E(X)E(Y)

En cas d’indépendance, la covariance est nulle.

[Proposition 5.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y).

1.6 Covariance, corrélation
[Proposition 6.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes indépendantes admettant des variances, alors
VX+Y)=V(X)+ V().

Démonstration

[Définition 7 (coefficient de corrélation).}

Cov(X,Y)

5N = RV

Remarque 4. En cas d’indépendance, la corrélation vaut 0.
En casderelationY = aX + b, la corrélation vaut 1 ou —1.

Définition 8.

Ecart type o(X) = /V(X).
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[Proposition 7 (Cauchy-Schwarz).J

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs réelles.
Cov(X,Y) < /V(X)V(Y)

démonstration : ( Inégalité de Cauchy-Schwarz) V(tX + Y) = #*V(X) + 2tCov(X,Y) + V(Y), trindme dont le
discriminant ne change pas de signe.

Dans le cas de variables a valeurs dans un ensemble fini, il y a égalité ssi X —E(X) et Y — E(Y') sont colinéaires,
ie.ssida; a(X —E(X)) =Y —E(Y)ssida,b; aX +b=Y O

Remarque 5. Régression linéaire : si |p| = 1, alors égalité dans Cauchy-Schwarz: (X — E(X)) et (Y — E(Y)) sont
colinéaires, doncil existe a, btelsque Y = a X + b.

Sinon,onpose== (y; ... yn)etI'=(y ... yn)

2 a
() -r

Il. Suites de variables aléatoires

2
on cherche a, b tels que HF —aZ+b(1...1)

soit minimale, avec M = ( ! N).

) 1 ... 1

>

OK pour V = (6) le projeté de T sur Im(M).

1.1 Indépendance d’une famille de variables

[Définition 9 (Variables mutuellement indépendantes).}

Des variables aléatoires (X1, . .., X,,) sont dites mutuellement indépendantes si :

n n

(@1, .. 20) € [ [ Xi(Q), P(Xihisisn = (@)1sizn) = [ [ P(Xi = 22)

i=1 i=1

[Définition 10 (Suite de variables aléatoires indépenda ntes).}

Soit (X, )nen Une suite de variables aléatoires.
On dit que les (X, ), cn sont (mutuellement) indépendantes si
pour toute partie [ finie de N, les (X;);c; sont mutuellement indépendantes.
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[Définition 11 (Suite de variables aléatoires indépendantes).}

Soit (X, )nen Une suite de variables aléatoires.

On dit que les (X, ),cn sont deux a deux indépendantes si
Vi # j, X, et X, sontindépendantes.

exemple 2. Application a la modélisation d’un jeu de pile ou face infini par une suite de variables aléatoires de
Bernoulli mutuellement indépendantes.

Onnote N € N*,p €]0,1[, et X1, ..., Xy des variables aléatoires indépendantes suivant la loi b(p).
N
Alors Sy = ZXi suit la loi B(N, p).

=1
En effet, Sy esta valeurs dans [0, N, et pourtout k € [0, N] ona:

P({Sy =k}) = {ZX = k}) = P( U {(X1,.. ., Xpn) = (e, en)}) =

N evnmts incompatibles
(Ei)e{071}7 Zi:l ei=k

_ N _
> P({(X1,. ., Xn) = (1, nen)}) = > PP —p)NF = (k)pk(l—p)N :
(e)ef0,1}, Y, ei=k (e)ef0,1}, N ei=k

exemple 3. Attention : 'indépendance mutuelle implique l'indépendance 2 a 2, mais la réciproque est fausse!
Contre-exemple: X et Y indépendantes de loi b(1/2), Z = (2X — 1)(2Y —1).
P(Z=1)=P(X=1Y=1)+P(X=0Y=0=12P(Z=-1)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y =
0) =1/2
PZ=1,X=0=P(X=0,Y=0=1/4=P(Z=1)P(X=0),P(Z=1,X=1)=P(X=1,Y =1)
1/4=P(Z =1)P(X = 1) d’ou 'indépendance 2 a 2.
Enrevanche, P(Z =1,X=0,Y =1)=0#P(Z=1)P(X =0)P(Y =1)

[Définition 12 (Variables i.i.d.).}

Une suite de variables aléatoires (z,,) est constituée de variables indépendantes identiquement distri-
buéessi:

— les X, sont (mutuellement) indépendantes
— Les X,,, n € Nont toutes la méme loi de probabilité.

exemple 4. Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d. de variables de Bernoulli.

1.2 Coalitions

[Proposition 8 (lemme des coalitions).]

si les variables aléatoires X7, ..., X,, sont indépendantes, alors f(X1,..., X,,) et g(Xoua1,..., X,) le
sont aussi.
Extension au cas de plus de deux coalitions.
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lll. Inégalités asymptotiques

.1 Introduction : répétition d’événements indépendants

Exemple :
on répete une expérience incertaine sur une grande population de taille Vy, et on aimerait comprendre le phéno-
mene « en moyenne. »

e Pour le probabiliste, il s’agit de déterminer un modele aléatoire (€2, A, P) et une suite (X,,),>; de variables
aléatoires indépendantes, représentant les différents résultats individuels.
Le comportement moyen d’un groupe de N variables est caractérisé par la variable aléatoire moyenne

Xi+... XN

Sy = N

Il s’agit de comprendre les lois de Sy pour N € [1, Ng].

e Pour le statisticien, on dispose d’un échantillon (x4, ..., zx) correspondant a un sondage d’une partie de la
population, et on aimerait tester son comportement moyen, a l'aide d’'un modeéle probabiliste, pour prédire ’état

du systéme (z1, ..., zn,)
I + R )

. ’ ~ N ’ . ’
Pour cela, on s’appuie sur la moyenne observée & = sur I’eéchantillon sondé.

Réponse du programme de lycée :

Siles (X,,)n>1 sontindépendantes de méme loi usuelle,
admettant une «espérance»u € R et une «variance» o > 0, alors lorsque N — 400

X1 —+ ... XN . . ., 1 —(z—p)?
Sy = ——————— se comporte comme une variable gaussienne de densité fx : x — e 202
N V2mo?

Ona

g
P(dISy—pul<1,96-2 ') <0,95
({\N ul < TV})

e e epe ey 2 s . N X1+---XN o
f ’ — ] <1,96—
ce qui signifie qu’avec une probabilité supérieur a 95%, N u’ < ’96\/N
05 %
L-1,966 1 Wn+1,960 Sy
x|+ .

, - . . . 52 . ~ . xN o oA
Interpretation : la moyenne empirique observée sur ’échantillon z = — N doit étre souvent proche de

I'espérance 1, et dans lintervalle de cofiance Iy g5 = [t — 1,960, i + 1, 960] dans 95% des observations.
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I1l.2 Variables centrées réduites, sommes finies de v.a.i.i.d.

2.a) Variable centrée réduite
[Proposition 9.]

Soit X une v.a. telle que X? admet une espérance et telle que o(X) > 0.

X —E[X , P < 4
Alors N = A est centree et réduite, c’est a dire
o(X)
E[N] = 0 (N centrée)
et

o(N) =1 (N réduite)

2.b) Somme de v.a.i.i.d.
[Proposition 10.}

Soient X, ... X,, desv.a.i.i.d. telles que X; admet une espérance.

Ennotantm = E(X;) eto = 0(X) etsoit S,, = ZXi'
i=1

S = 0 an
Alors E[S,] = nm et V[S,] = no?, de sorte que N = 2n T st centrée réduite.

ov/n

1.3 Comportement asymptotique
3.a) Inégalité de Markov

[Proposition 11 (Inégalité de Markov).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance finie.

E(|X
Alors pour toutt > 0,ona|P(|.X| >¢) < Q

démonstration :
t st | X(w)| >t
0 si|X(w)|<t

AinsiY estégaleatsi X > tetaOsinon,etsenoteY(:) =t 1x>¢(-).

On remarque que pour toutw € ,ona||X(w)| > Y (w)
(car siw est tel que | X (w)| > t,alors | X (w)| >= Y (w) et siw est tel que | X (w)| < ¢, alors | X (w)| > 0= Y(w))
Y est a valeurs dans l'ensemble fini {0, 1}, donc admet une espérance.
| X'| admet une espérance, car la série Z |z1|P({X = z1}) converge, puisque X admet une espérance.
D’apres la croissance de I’espérance, on en déduit que :

E(IX]) = E(Y)
orE(Y)=0xPHY =0})+txPHY =t}) =t xP{Y =t}) =t x P({|X| > t})
d’oUE(|X|) > tP(|X| > t), puis on divise part > 0.0

On note Y la v.a.r. définie pour toutw € Q,ona Y (w) =
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Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
En corollaire de 'inégalité de Markov, on en déduit une seconde inégalité :

Cours
Chapitre 13

3.b)

[Corollaire 12 (inégalité de Markov pour XQ).J
Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance et de variance finies.
(X?)

Alors pourtoutt > 0,ona P(|X| > t) < v

démonstration : Markov appliqué a lav.a.r. X?, en remarquant que X? > * <= |X| > t.O

[Proposition 13 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev).]
Soit X une variable aléatoire discrete, d’espérance et de variance finies.
V(X
P(X — E(X)| > ) < L)
£

Alors pour toute > 0,ona:

démonstration : 2éme inégalité de Markov appliqué a (X — E(X)) O
Remarque 6. La variance (ou l’écart-type) mesure donc la variation par rapport a la moyenne.

3.c) Application: Loi des grands nombres
)

r-[Théoréme 14 (Loi faible des grands nombres).J
si (X, )n>1 est une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant un
moment d’ordre 2, alors, si .S,, = Z Xk, m =E(X;)eto =o0(X;),onapourtoute > 0,

k=1
1

—Sn—m‘ 2&) — 0.
n n— 00

*(

\

démonstration : Conséquence de Bienaymé-Tchebychev pour X = —=, variable d’espérance m et de variance
n

2 1
0—,ona P<'—Sn—m'>5)§ 5
n g

n
Remarque 7. Intervalle de confiance a 95% pour n = 1000 tirages 0,95 =

précis.
En pratique celui obtenu par le théoréme de la limite centrale est meilleur.

Zf(X»
- N

1
Remarque 8. (HP) Méthode de Monte-Carlo:pourapprocher/ f,oncalcule
0

sur [0, 1]...
Ch.13 Couples et suites de variables aléatoires
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1.4 Compléments
(Proposition 15 (Inégalité de Cauchy—Schwarz).J

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes telles que X? et Y? admet des espérance, alors
(E(XY))? < E(X*) E(Y?).
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Variables aléatoires discretes

B - Probabilités, variables aléatoires discrétes et lois usuelles

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Loi d’une variable aléatoire discréte

Couple de variables aléatoires discrétes.

Loi conjointe, lois marginales.
Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.

Un couple de variables aléatoires est une variable aléa-
toire a valeurs dans un produit.

Notation P(X = z,Y = y).

Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

f) Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discretes X etY définiessur ()
sont indépendantes si, pour tout A C X(Q2) et B C
Y (), les événements (X € A) et (Y € B) sontindé-
pendants.

Suites de variables aléatoires indépendantes, suites
ii.d.

Fonctions de variables indépendantes :

siX 1 Y,alors f(X) 1L g(Y).

Lemme des coalitions:

si les variables aléatoires X;,..., X, sont indépen-
dantes,alors f( X1, ..., X,n) etg( X1, ..., X,) lesont
aussi.

Notation X 1L Y.

De fagon équivalente, la distribution de probabilités de

(X,Y) est donnée par
PX=2Y=y)=PX=2)PY =y).

Extension au cas de n variables aléatoires.

On ne souleve aucune difficulté quant a existence d’un

espace probabilisé portant une suite i.i.d.

Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d. de

variables de Bernoulli.

Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

Ch.13 Couples et suites de variables aléatoires
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C - Espérance et variance

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espérance d’une variable aléatoire discréte réelle ou complexe

Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes Extension au cas de n variables aléatoires.
d’espérance finie, alors XY est d’espérance finie et :

E(XY) = E(X)E(Y).

Fonction génératrice d’'une somme de deux variables Extension au cas d’'une somme finie de variables aléa-
aléatoires indépendantes a valeurs dans N. toires indépendantes.

b) Variance d’une variable aléatoire discréte réelle, écart type et covariance

Inégalité de Cauchy-Schwarz:

si X? et Y? sont d’espérance finie, alors XY l'est aussi

et: Cas d’égalité.
E(XY)? < E(X?)E(Y?)

Variance, écart type. Notations V(X), o(X).
Variable réduite.
X —EX L
Sio(X) > 0, lavariable X = B(X) est centrée réduite.
o(X)
Variance d’une variable géométrique, de Poisson.

Covariance de deux variables aléatoires.

Relation Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), cas de
deux variables indépendantes.

Variance d’une somme finie, cas de variables deux a
deux indépendantes.

d) Inégalités probabilistes

Inégalité de Markov.
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Loi faible des grands nombres : Les étudiants doivent savoir retrouver,aveco = o(X;):
si (X,,)n>1 st une suite i.i.d. de variables aléatoires de
Sh ‘ > o?
— —m| z2¢e|] < —.

n

n
variance finie, alors en notant S,, = E X,etm = P (
k=1

E(X;), pourtoute > 0:

P(|%

__m'>g) S
n n—-+4o0o
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