E3A1 2018 - Corrigé

Exercice 3

1. Soit k dans N*.
Effectuons une comparaison somme/intégrale.
e Pour tout i € N* pour tout z € [i,i + 1], i* < z*.
D’ou, par positivité de 'intégrale (i < i+ 1), on a

i+1 i+1 i+1
/ i*dx < / 2Fdz e iF < / 2Fdz.
i i i

En sommant ces inégalités pour tout i € [1,n], et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

n no il nt1 1)k+1 _
Sn(k‘)ZZikSZ/ xkda::/l xkdxz%.
i=1 i=1""

e Pour tout i > 2 pour tout z € [i — 1,i], 2% < i*.
D’ou, par positivité de 'intégrale (i — 1 <), on a

/ 2Fdr < / i*dr ie. / 2Fdx < i,
i—1 i1 i—1

En sommant ces inégalités pour tout i € [2,n], et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

k+1_1

- k -~ [ k "k n
> / xdmz/xdxzi.

En ajoutant 1 de part et d’autre, on obtient :

k+1_1
Sp(k)>1+ )
* Onadone anﬂ 1 S(k)<(n+1)k+171
k+1 — 7"~ k+1

k+1

En divisant par n >0, on a

1 1 1 1 1 [(n+1)F! 1
nk+1 + E+1 <1 - nk+1> < nk+1S”(k) < k+1 ( nk+tl kL)

(n+ 1)k+1 nk+1

1
Or, lim —— =0et

n—y-too pk+1 O S R O L,
_ 1 1 1 1 . 1 (n 4 1)k+1 1 N o
donc ngr}rloo R + Tl (1 - nk-s-l) = 1 = ngrfoo ) ( AT R ) donc, d’apres le théoréme des

gendarmes, ngrfoo WSn(k) by

2. Comme X () est fini, X admet une espérance. De plus,

N N N N N
> P(XZi)=) Y P(X=k=> > P(X=k =Y kP(X=Fk)=EX).
=1 = k=1

i=1 k=1 k=11i=1

3. Comme X; — U([1, N]), X1 admet une espérance et une variance (donc un moment d’ordre 2) et

N+1
E(Xy) = ——
N2 -1
X =
V(X1) 1

E(X1)? = V(X1) + (E(X1))? (d’aprés K-H)
NZ -1 N N?+2N+1 4N?4+6N+2 2N?+4+3N+1
12 4 - 12 - 6 :

4. (a) def simulX():
return [random.randint(1,10) for i in range(100)]



(b) def REALIV():
L = simulX()
return [max(L[:i]) for i in range(100)]

5. Soit k dans N* supérieur & 2.
(a) Soit i € [1,N].

P

P

ol ' M1 ' N—i+1\"
(Z”le) - (X5 =(%%H)

(b) e On a, pour tout k € [1, N — 1], V41 > Vi, donc, dés que Vi, = 10, on a V}, = 10 pour tout k € [k, 100].
e De plus, pour tout k € [1, N],
P(Vi =10) =1 — P(V}, < 9)
=1-PX1<9N..NX,<9)
=1-P(X1<9)x - x P(X; <9) (indépendants)

k
9
= 1 — —_
10
et cette quantité tend trés vite vers 1, donc la suite (V},) prend en général trés vite la valeur 10.

(c) D’apres la question 2,
N N . k N
. N*Z+1 1 . k
E(Uk);P(UkZZ);(N ) :m;(Nfz+1)

N
1
:szk (en posant j = N —i+ 1)
j=1

1

= % Sk(N)
omme, d’aprés la question 1, VR i ( )N_Tjroo | 40, on a
Nk+1 1 N
Sk(N) N—)f\:‘roo m7 et donc E(Uk)—msk(]\]) N_,:Foo k,_|_1

6. (a) e Les variables X; sont indépendantes.
En posant f : x — N+ 1 —z, on a, pour tout ¢ € [1,N], ¥; = f(X;), donc les variables (Y1,...,Yy) sont
indépendantes.
e Pour tout i € [1, N], X;(Q2) = [1, N], donc Y;(2) = (N +1 — X;)(Q2) = [1, N].
De plus, pour tout k € [1, NJ,

1
P(Y;=k) = P(N+1-X;=k) = P(X; =N +1-k) = .
€[1,N]
donc Y; <= U([1, N]).
(b) On a
Up = min(Xq, ..., Xx) = —max(—Xq,... — Xi)

=N+1l-max(N+1—-X5,...,N+1—Xy)
=N+1-—max(Vy,...,.Y,) =N+1-V,(Y),

donc, par linéarité de ’espérance,
E(Up)=N+1-E(V,(Y)), donc E(Vip(Y)) =N+1-—E(Uy).
De plus, par propriété de la variance, comme U, = N +1 — Vi (Y), on a
V(Ui) = (-1)’V(Vi(Y)), donc V(Vi(Y)) =V (Us).

Enfin, comme les X; et les Y; suivent les mémes conditions (d’indépendance et de loi), V4 et V4 (Y) ont la méme
loi, donc la méme espérance et la méme variance, donc :

EWVi)=N+1—EUy) et V(Vi)=V(Uy.



7. (a) U+ Vo = min(Xl,Xg) + maX(Xl,Xg) =X+ Xs et UV = min(Xth) X max(Xl,Xg) = X1 X,.
(b) Par suite,

N2 -1
6

V(U2 + V2) = V(Xl —|—X2) in:d V(Xl) + V(XQ) =

et
E(U2V2) = E(X1X5) = E(X))E(X,) = M

(¢c) On a V(Us) = V(V3) d’aprés la question 6b.

De plus,
V(U + Vo) = V(Uz) + V(V2) + 2Cov (Ua, V2),
donc
N2 -1 (N2 _ 1)2
2V(Uz) = V(Us + Va) = 2Cov (Un, Vo) = —— = 27
_ 3N*—3N2 - N*4+2N2_1 3 ON4 _ N2 _1
B 18N2 - 18 N2 J
2N* - N2 -1
donc V(Up) =V (Vs) = e
Cov(Up,Va)  (N%2—1)2
N .
W 7= o) ~ 2N =N =1
N2 -1 2 N4 1
(@) pol) = =1

— o~ 5

2N4 — N2 -1 No+oo0 2N4 Nt 2

8.(a) Qui est ce N ici?? On va supposer que X est & valeurs dans [1, NJ...
Comme X (Q) est fini, X admet un moment d’ordre 2 et

N

N N

Z(m ~1)P(X >i) = Z Z
i= i= k;z
D

(2i — 1)P(X = k)
(2i — 1)P(X = k)

k
<P(X k) > (2 - 1))
P

1+ (2k—1)

5 (somme de termes d’une suite arithmétique de raison 2)

E’P(X = k) = E(X?).

(b) D’apres la question précédente,

N N . k
E(U?) = Z(% —1D)PU, > i) = Z(m —-1) <NA;H)

N N
1 . .
:N—Z(Qz—l)(N—l-l—l) ]\TZ (N+1—75)—1)j*% (enposant j =N +1—1)

1
:W

/_\

N
(2N +1) ng Z k+1) - %((2N+1)Sk(N)—25k+1(N)).

(¢) D’apres la formule de K-H,

V(Ur) = E(Ux)* = (E(U))?

= 7 (N + DSUN) — 280 - (k)



Nk+1 Nk+1

(d) D’apres la question 1, pour tout k € N*, S (V) donc Si(N) = 1 + o( N*1y.

Notoo k+1°
Par suite,

)= (N + DS(N) — 250 () - (37z5u))

|~

V(

S
=

1 Nk+1 k1 Nk+2 k2 N 2
—Nk((2N+l)<k+1+o(N )>_2k+2+0(N )>_<IH—1+O(N)>
1 Nk+2 Nk+1 1 Nk+2 bt N2 )

W (2 R o 2y eV ) - gl e
_ L k+2 1 o 1 k+2 o N2 2
= Nk (2N <k+1 k;+2>+0(N ) = gz T
2
=2N? ! + o(N?) — N + o(N?)

(k+1)(k+2) (k+1)2

2 k 2 k 2
=N (k+1)2(k+2) +olN )NQLOO (k+1)2(k+2)N '



