classes

préparatoires
scientifiques
Lycée Brizeux

PSI
MATHEMATIQUES
Devoir Libre Obligatoire n°4
Mines/ Centrale
a rendre le 5 Novembre 2024
Exercice 1. 1. Donner un équivalent de u, puis en déduire la nature de > u, quand :

) >
(a) un = Innln(ch (n))’

1
(b) uy, = Arccos (3 1—712).

— 251n(%+%)

() up=n

(d) up = e — (1+i>

2. Aprés avoir vérifié leur convergence, calculer la somme des séries suivantes :

(&) Z(niﬂ_nil_i)'

n>2
0 3w (1 1)
n>2 n
(c) Z In (cos 2%) ot a €0, 7[. On utilisera que cos = ;1;;2(?) pour 0 # km, k € Z.

n>2

=
3. Nature de _
; n+ (—1)"vn

1 1 1
Exercice 2. 1. En écrivant , pour tout z €] — 1,1], f B = 1 1 , montrer que :
—x —zl—=x
+o0 1
Vo el - L[ Y (n+ Da" = (e
n=0

et déterminer sa somme.

2. Justifier que Z

n>1

n+1
3n

Exercice 3. Pour les trois matrices suivantes, on résoudra I’équation det(A — Al3) = 0 d’inconnue A et pour chaque
solution A, déterminer une base de Ker (A — \I3).

2 1 1
1. A=10 0 -2
01 3
9 1 6
2 A= -7 1 -6
-10 -1 -7
-2 -1 2
3. A=1-15 —6 11
-14 -6 11



Probléme I (Mines 2020)

Dans tout le sujet on considére des R-espaces vectoriels de dimension finie. Soit E un tel espace vectoriel et u un
endomorphisme de E. On dit que u est nilpotent lorsqu’il existe un entier p > 0 tel que u? = 0; le plus petit de ces
entiers est alors noté v(u) et appelé nilindice de u, et I’on notera que u* = 0 pour tout entier k¥ > v(u). On rappelle
que u’ = idg. L’ensemble des endomorphismes nilpotents de E est noté N (E) : on prendra garde qu’il ne s’agit a
priori pas d'un sous-espace vectoriel de L(E).

Un sous-espace vectoriel V de L(E) est dit nilpotent lorsque tous ses éléments sont nilpotents, autrement dit lorsque
VY C L(E).

Une matrice triangulaire supérieure est dite stricte lorsque tous ses coefficients diagonaux sont nuls. On note
T.FT(R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes de M,,(R). On admet qu’il s’agit d’un sous-espace

vectoriel de M,,(R) de dimension w

Dans un sujet antérieur du concours (PSI Maths I 2016), le résultat suivant a été établi :
Théoréme A.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 0, et V un sous-espace vectoriel nilpotent de £L(E). Alors, dim()) <
n(n—1)
—.

Le théoréme A est considéré comme acquis. L’objectif du présent sujet est de déterminer les sous-espaces vectoriels

(n

nilpotents de L(E) dont la dimension est égale a "T_l) Plus précisément on se propose d’établir le résultat suivant

(Gerstenhaber, 1958) :

Théoréme B.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 0, et V un sous-espace vectoriel nilpotent de L(E). Il existe une base
de E dans laquelle tout élément de V est représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.

Les trois parties du sujet sont largement indépendantes les unes des autres. La partie I est constituée de généralités
sur les endomorphismes nilpotents. Dans la partie II, on met en évidence un mode de représentation des endomor-
phismes de rang 1 d’un espace euclidien. Dans la partie III, on établit deux résultats généraux sur les sous-espaces
vectoriels nilpotents : une identité sur les traces (lemme C), et une condition suffisante pour que les éléments d’un
sous-espace nilpotent non nul possédent un vecteur propre commun (lemme D). Dans l'ultime partie IV, les résultats
des parties précédentes sont combinés pour établir le théoréme B par récurrence sur la dimension de I’espace F.

I. Généralités sur les endomorphismes nilpotents

Dans toute cette partie, on fixe un espace vectoriel réel E de dimension n > 0. Soit v € N(E). On choisit une
matrice carré M représentant ’endomorphisme .
On admettra que M est semblable 4 une matrice complexe triangulaire supérieure dont les coefficients
diagonaux sont nuls

1. Démontrer que tr (u¥) = 0 pour k € N*.

On fixe une base B = (ey,...,e,) de E. On note Nz 'ensemble des endomorphismes de F dont la matrice dans B est
triangulaire supérieure stricte.

n(n—1)
2

2. Justifier que Nz est un sous-espace vectoriel de £L(FE) de dimension et mettre en évidence dans Nz un

élément nilpotent de nilindice n.
On pourra introduire I’endomorphisme u de E défini par u(e;) = e;—1 pour tout i € [[2,n]], et u(ey) = 0.

3. Soit u € L(E). On se donne deux vecteurs z et y de E, ainsi que deux entiers p > ¢ > 1 tels que u?(z) =
uwi(y) = 0, uP~1(x) # 0 et u?~t(y) # 0. Montrer que la famille (x,u(x),...,uP~1(x)) est libre, et que si
(uP~Y(z),u"(y)) est libre alors (z,u(x),...,uP~1(x),y,u(y),...,ul"t(y)) est libre.

4. Soit w € N(FE) de nilindice p. Déduire de la question précédente que p < n et que si p > n —1 et p > 2 alors
ImuP~! = Imu N Keru et ImuP~! est de dimension 1.
II. Endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien

On considére ici un espace vectoriel euclidien (E, (—|—)). Lorsque a désigne un vecteur de E, on note

JE - R
Paile (alz).

5. Calculer la dimension de £(E,R) en fonction de celle de E. Montrer que a — ¢, définit un isomorphisme de E
sur L(E,R).

Etant donné a € E et x € E on notera désormais a ® = I'application de E dans lui méme définie par :

Vz€eE, (a®x)(z) = (a|lz).x



6. On fixe x € E'\ {0}. Montrer que 'application a € E — a ® = constitue une bijection de E sur
{u € L(E) : Imu C Vect(x)}.
7. Soit a € E et x € E\ {0}. Montrer que tr(a ® z) = (alx). Indication : Pour a # 0, on pourra compléter (fa7)
en une base orthonormée de E et on rappelle que dans une base orthonormée de E, (€;)1<i<n , tout vecteur x
n

de E se décompose de la maniére suivante : x = E <x,e; > e;
i=1

ITI. Deux lemmes

On considére ici un espace euclidien (E, (—|—)) de dimension n > 0. On rappelle que 'on a démontré a la question
4 que le nilindice d’un élément de N (E) et toujours inférieur ou égal & n. Soit V un sous-espace vectoriel nilpotent de
L(FE) contenant un élément non nul. On note

p=ngyt

appelé nilindice générique de V. On a donc p > 2.
On introduit le sous-ensemble V* formé des vecteurs appartenant 4 au moins un des ensembles ImuP~! pour u
dans V; on introduit de plus le sous-espace vectoriel engendré

K(V) := Vect (V*).

Enfin, étant donné x € F, on pose
Vo = {v(z)|v € V}.

L’objectif de cette partie est d’établir les deux résultats suivants :
Lemme C. Soit u et v dans V. Alors tr(u*v) = 0 pour tout entier naturel k.
Lemme D. Soit x € V*\ {0}. Si K(V) C Vect(z) + Vz, alors v(z) = 0 pour tout v € V.

Dans les questions 8 & 11, on se donne deux éléments arbitraires u et v de V.

8. Soit k € N*. Montrer qu’il existe une unique famille ( (gk), ey ,E,k)) d’endomorphismes de F telle que

k
vt eR, (uttv) =3 tf".
1=0

k-1

Montrer en particulier que fék) =uF et fl(k) =3 ulou

Pour 'unicité, on pourra utiliser une représentation matricielle.

k—1—1

9. A T’aide de la question précédente, montrer que qu wouP~171 = 0.

i=0
10. Etant donné k € N, donner une expression simplifiée de tr ( 1(k+1))7 et en déduire le validité du lemme C.

11. Soit y € E. En considérant, pour un a € K(V)+ quelconque, la fonction ¢ € R — (a|(u + tv)P~1(y) ), démontrer
que fl(pfl)(y) € K(V). A l'aide d'une relation entre fl(pfl)(y) et et v(uP~1(y)), en déduire que v(z) € u(K(V))
pour tout x € ImuP~!.

12. Soit z € V* \ {0} tel que K(V) C Vect (x) + V. On choisit u € V tel que # € ImuP~1L.

Etant donné y € K(V)), montrer que pour tout k € N il existe y;, € K(V) et A € R tels que y = A + 1 (yz).
En déduire que (V) C Vect (z) puis que v(z) = 0 pour tout v € V.

IV. Démonstration du théoréme B

Dans cette ultime partie, nous démontrons le théoréme B par récurrence sur I'entier n. Le cas n = 1 est immédiat
et nous le considérerons comme acquis. On se donne donc un entier naturel n > 2 et on suppose que pour tout espace
vectoriel réel E' de dimension n — 1 et tout sous-espace vectoriel nilpotent V' de L(E’) de dimension %, il
existe une base de E’ dans laquelle tout élément de V' est représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.

On fixe un espace vectoriel réel E de dimension n , ainsi qu'un sous-espace vectoriel nilpotent V de L(FE) de
dimension % On munit F d’un produit scalaire (—|—) , ce qui en fait un espace euclidien.

On considére, dans un premier temps, un vecteur arbitraire x de F \ {0}. On pose
H :=Vect(z)*, Vr:={v(x)|veV} et W:={veV:v(x)=0}

On rappelle que, dans un espace euclidien £, F*+ = {y € E/Vz € F,< y,z >= 0} et on a la propriété¢ : E = F @ F*.
On peut définir alors le projecteur sur F parallélement a F-, qu’on appelle, projecteur orthogonal sur F.
On note 7 la projection orthogonale de E sur H. Pour u € W, on note & I’endomorphisme de H défini par

Vz € H, u(z) = m(u(z)).
On considére enfin les ensembles

Vi={u|lueW} et Z:={uecW:u=0}



13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Montrer que Vz, W,V et Z sont des sous-espaces vectoriels respectifs de E, V, L(H) et V.
Montrer que que -

dim(V) = dim(Vz) + dim(Z) + dim V.
Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel L de E tel que

Z={a®x|lac L} et dimL=dimZ.

et montrer qu’alors z € L.

En considérant u et a ® x pour u € V et a € L, déduire du lemme C que Vo C L', et que plus généralement
u¥(z) € Lt pour tout k € N et tout u € V.

Justifier que \.z € Vz pour tout A € R*, et déduire alors des deux questions précédentes que
dimVzx +dimL <n—1.

Soit u € W. Montrer que (7)*(z) = m(u*(2)) pour tout k¥ € N et tout » € H. En déduire que V est un
sous-espace vectoriel nilpotent de L(H).

Déduire des questions précédentes et du théoréme A que

dimV = W, dim(Vect (z) @ Vz) + dim(L) = n.

et
Lt = Vect (z) ® Va.

En déduire que Vect (z) @ Vz contient v¥(z) pour tout v € V et tout k € N.

En appliquant, entre autres, 'hypothése de récurrence et la question 19, montrer que le nilindice générique de
V est supérieur ou égal & n — 1, et que si en outre V& = {0} alors il existe une base de E dans laquelle tout
élément de V est représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.

Compte-tenu du résultat de la question 20, il ne nous reste plus qu’a établir que ’on peut choisir le vecteur x de
telle sorte que Vx = {0}.

On choisit = dans V* \ {0} (Pensemble V* a été défini dans la partie IIT). On note p le nilindice giérique de V , et
I'on fixe u € V tel que x € ImuP~!. On rappelle que p > n — 1 d’aprés la question 20.

21.

22.

23.

Soit v € V tel que v(x) # 0. Montrer que ImvP~! C Vect (z) & Vx. On pourra utiliser les résultats des questions
J et 19.

On suppose qu'il existe vy € V tel que vo(x) # 0. Soit v € V. En considérant v + tvg pour ¢ réel, montrer que
ImvP~! C Vect (z) @ Va.
On pourra s’inspirer de la méthode de la question 11.

Conclure.



Probléme II (Extrait Centrale 2024)

n

On définit la suite (ap)nen+ par : Vn > 1,a, = — —In(n).

k
k=1

Le but de ce probléme est dans un premier temps de s’assurer de la convergence de la suite ((an)nen+, puis d’es-
sayer de déterminer différentes expressions de sa limite, & I'aide d’intégrales.

I.Convergence de (a,),en

Q1.

Q2.

Q 3.

Q4.

Q5.

Q 6.
Q7.

Q8.

Q9.

Q 10.

Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de la différence a,,+1 — a,, puis déterminer la nature de la
série numérique g (ant1 — an).
n>1

Montrer que la suite (a,)nen+ est convergente vers un réel que l'on notera  pour toute la suite du probléme,

"1
uis que : —=Inn)+~+ o 1).
puis q ;;k (n) +7 (1)

n—-+oo

II.Une premiére expression intégrale de v

+oo —at —bt
—e
On admettra le résultat suivant : pour tous réels a et b strictement positifs, 'intégrale / ——dt est
0

t
+oo e—at _ e—bt b
convergente, et on a : ———dt=In{ -
0 t a

+oco _
. 1 e nt __ e (’n+1)t
Démontrer que : Vt > 0, o= E s =

n=0 t
+oo o s
1 1 e—(n+1)t _ o—(n+2)t
En dédui VE>0e | —— — = :E:—(n—i-l)t_
n déduire que : V¢ > 0, e (1et t) n:oe ¢

+oo 1 1
Montrer que / et <1t — t) dt est convergente et

0 —e

400 +00 +oo +oo +oo 1 1
en admettant qu’on peut écrire / Z fa(t)dt :Z / fn(t)dt , montrer que v = / et (1 =
0 n=0 n=0 "0 0 —¢

III. Une deuxiéme expression intégrale de ~

1-(1-8)"

Soit n € N*. Etudier la continuité en 0 de la fonction f : t 7

1
1
Soit n € N*. En remarquant que : / (1—t)"tdt = —,
0 n

n
1
exprimer Z T a I’aide d’une intégrale puis a ’aide d’'un changement de variable affine , établir que
k=1

L1 (1o "1 (1)
VneNﬁ%f:/ (n>du_/ el G2 )
0 1

u u

Soit € [1,+o0[. Déterminer la limite sous forme d’une intégrale d’une exponentielle quand n tend vers +oo

x
de la suite dont le terme général est (1 — —)™.
n

On considére la suite de fonctions (f,)nen+ définie par : Vn € N*

fo: [l,400] — R
D = S R
0 sit>n
ot
Pour t € [1,4o00[, montrer que lim f,(t) = —.
n——+oo t

. +oo et 1 1 et
Etablir la convergence des intégrales / - dt et / ; dt
1 0

)



Q 11. En admettant qu’on puisse échanger intégrale et limite, montrer que :

1 —t +oo —t
1_
7:/ ¢ dt—/ C at
0 t 1 t

IV. Deux autres expressions intégrales de ~

Sous réserve que cela ait du sens, on appelle fonction I' la fonction donnée par :
+oo
'izw / t*le tdt
0

Q 12. Montrer que T' est définie sur Uintervalle ]0, +o00[.
On admet que I est de classe C! sur |0, +oo[ et que sa dérivée est

+o0 o
Fizw— / — (" te Tty dt
0 633

Q 13. Etablir que Yz > 0,T(z + 1) = 2T'(2).
Q 14. On admet la formule de Weierstrass :

(W) :Vz > 0, ﬁ = zel? :on (6_% (1 + 5))

A Paide de la série de fonctions E (E —1In (1 + E)), montrer que :
n n
n>1

(z) 1 *ZO" 11
F(x)__;_7+n:1 n n+x
Q 15. En déduire que I"(1) = —~, et calculer alors I'(2).

1
Q 16. A P’aide d'un changement de variable, montrer que l'on a y = —/ In(—1In(t)) dt.
0

V. Recherche d’une valeur approchée de v

Dans toute cette partie, A désigne un réel strictement positif.

A1 et oo ot
Q 16. Démontrer que : v = —In(A) +/ ; dt — / — dt
0 A

B -1 kAk+1
Q 17. Etablir la convergence de la série numérique g ¥, puis en donner sa somme & l’aide d’une
= (k+1)(k+1)!

intégrale. On admet encore qu’on a les hypothéses pour échanger intégrale et somme de la série.

+oo €7t efz +o0 e—t
Q 18. Démontrer que : Vz > O,/ - dt = — / e dt
xz xr

Q 19. Déterminer I'expression d’un polynéme R de degré 2 a coeflicients réels tel que :

+oo —t —z “+o0 —t
Va:>0,/ %dt:m—/ be g

3 t4

xT

Q 20. Soit n € N tel que n > A + 1. Justifier alors que :

An+1 —A
(4] < Ge

. ~ (-DkAM R(A)e 4
VnEN,’y—Z(k _(n+1)(n—|—1)!+ A4

+1)(k+1)! 43

k=0

En quoi ceci peut donner une valeur approchée de ~. Ecrire un algorithme en python permettant de calculer
une valeur approchée de v & 1073 prés.



