Chapitre 5 - Calculs algébriques - Exercices

1 Manipuler les symboles

Exercice n°1

Soit (ak)ken et (bg)ren des suites de complexes. Soit n € N et A € C. Dire si les propriétés suivantes
sont vraies en général :

(Pl) : Zak—i-bk:zak—l-Zbk ; (PQ) : Zakxbk:Zakabk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

(Pg) : Hak—l-bk:Hak—i-ku ; (P4) : Hakxbk:Hakabk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n

Ps) Z/\ak:)\Zak : (Ps) H)\ak:)\"Hak
k=0 k=0 k=0 k=0
n 2 n

) Zak ;o (Bs) <H ak) =[]

k=0

(Pr) - (Z

k=0

Exercice n° 2

Déterminer le domaine de définition de f(x) = In(cos(3z + T)).

Exercice n° 3

Soit x € C. Compléter les sommes pour que les changements d’indices soient corrects.
e
k=0

2 Calculer des sommes

Exercice n° 4
n

Soit n un entier naturel non nul. On considére la somme S,, = Z(k +1)% — k2

k=0
n

En calculant S,, de deux fagons, retrouver la formule du cours pour Z k.

k=0
Exercice n° 5
241 2
Soit les suites u et v, définies pour tout entier n > 1, par : u, = kz:% T et Uy = kzzn;rl —.

Etudier les variations de u et v.

Exercice n° 6

Soit n un entier naturel non nul (et supérieur ou égal & 2 pour la 2¢ somme). Calculer les sommes
suivantes :

n

> ii=1 Zln<1—) ; Soiti Zj

i=1 1<ij<n 1<i<j<n



Exercice n°7

k

Soit = un réel différent de 1 et n un entier naturel non nul. On pose fy,(z) = Z x.
k=0

n

1. Rappeler l'expression de fy,(z) en fonction de n et de = (sans ) ).

n
2. En déduire une expression de Z kaz* en fonction de n et de z.
k=0

n
3. En déduire que Z k2F = (n—1)27t! 4 2.
k=0

Exercice n° 8

1
n2 " n-1 n
n
2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : Z w2 <2

k=1

1 1
1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 2 on a: — <

"1
3. Que dire de la suite (Z k:2> ?
neN*

k=1

Exercice n° 9

n
Pour tout entier naturel non nul n, et pour p € [0;3] on note Sy(n) la somme Z EP.
k=1
1. Rappeler les expressions, en fonction de Uentier n, de Sp(n), S1(n) et Sa(n).

2. Exprimer de deux facons différentes Z ij en fonction de S3(n).
1<i<j<n

3. En déduire une expression de S3(n) en fonction de n.

Exercice n° 10

Soit m un entier naturel non nul.
1. Donner une expression, en fonction de n, de la somme g max{i,j}.

1<i j<n

2. En déduire une expression, en fonction de n, de la somme g min{4,j}.
1<i,j<n

Exercice n°11

n 1 2n (__1)k—1
Montrer par récurrence sur n > 1 que E — = E -
n
k=1 k=1

Exercice n° 12
Soit n € N. En utilisant la formule du bin6me montrer que :
" /n - n

kz—o<k> =om §k<k> = p2n!

(Dans les deux cas, on pourra utiliser de fagon astucieuse la fonction x +— (1 + x)™).
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