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1 Alphabet Grec dans I’écriture scientifique

Lettre grecque | Lettre grecque | Prononciation Lettre latine
minuscule majuscule équivalente
« A alpha a
15} B beta b
v r gamma g
o A delta d
€ E epsilon e
¢ 7 zéta z
n H éta h
0 © théta q
L I iota i
K K kappa k
A A lambda 1
W M mu m
v N nu n
¢ = xi ou ksi ¢
o) O omicron 0
7r I pi p
p P rho r
o Y sigma s
T T tau t
v T upsilon u
¢ Phi phi f
X X chi ou khi X
Y v psi y

raS 2 avarain)




2  Formulaire Trigonométrique
Formule de Moivre :Vn € IN,V0 € R,
cos(nf) + isin(nf) = (cos() + isin(h))"

Formules d’Euler : V0 € R,

0 —if

cos(#) = %

i _ —if

sin(0) = %
i

Relations trigonométriques diverses :
Vz € R, cos’z +sin®z =1

sinx

T
A — t =
$7é(2+7TZ), anx i

Formules d’addition : V(a,b) € R?,
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b).
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).
sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b).

sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b).

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a)tan(b)

tan(a +b) =

De ces formules, on en déduit des formules de linéarisation, de transformation de
sommes en produits :

cos(p) + cos(q) = 2eos(L)eos(P1)
cos(p) — cos(q) = —2sin( L)L)
sin(p) +sin(q) = 2sin(” g%cos(p 4
sin(p) —sin(g) = 2cos(*)sin(*)

qu’il n’est pas utile de connaitre par coeur mais plutdt savoir les retrouver a partir des
formules d’addition.

On a aussi;
sin(2a) = 2sin(a)cos(a).

cos(2a) = cos’*a — sin®a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin a.

A partir desquelles on obtient, en particulier (utile pour intégrer) :

1 2
cos(a) H%(a)



3  Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Définition : On appelle :
sinus hyperbolique 'application

sh: R — R
r — shp=52"F
2
cosinus hyperbolique 'application
ch: R —- R
e’ +e’ "

r +—— chx=

tangente hyperbolique 'application

th: R — R

h shx e*—1
T — r = =
chx e2r4+1

En utilisant les définitions de ch, sh, th, on obtient aisément les formules suivantes, pour tous
r,a,bde R :
ch®z —sh®z =1 A connaitre absolument.

ch(a+b) =chachb+shashb.

ch(a —b) =chachb—shashb.

sh(a +b) =shachb+ chashb.

sh(a —b) =shachb—chashb.

tha+thbd
h =
th{a+b) = s

tha —thbd
tha =0) = Tty

ch(2a) = ch®*a +sh®’a = 2ch*a — 1 = 1 + 2sh”a.

sh(2a) = 2chasha.

2tha
th(2a) = ———.
(2a) 1 +th%a
h2a — ch (2a) + 1‘

2



4 Dérivées des fonctions usuelles

f Domaine de Définition 1 Domaine de Dérivabilité
r—keR | R 0 R
" n Xl Rsin e IN*, R* sinon | na" ! R sin € IN*, R* sinon
JT R+ s R
2\/x *
1
In(x) R — R
T
e’ R e’ R
cos(x) R — sin(x) R
sin(x) R cos(x) R
™ s 1 s s
tan(z) | =24k, Z+kn[,keZ| 1+ tan®(z) = o2 (7] | -5 +km, S +kn[keZ
Arccos(z) | [~1,1] ! | 11]
r x ) - 5
V1—2?
Arcsin(@) | [=1,1] ! = 11]
resin(z -1, -1,
i
Arctan(x) R ! R
retan(z 2




Domaine de Définition

f/

Domaine de
Dérivabilité

ch(z)

sh(z)

th(z)

1 —th?(z) = —%

ch® ()

“ a0 € R




5 Autour des Primitives

5.1 Tableau des primitives usuelles

Dans la premiére colonne figure la fonction f dont on veut donner les primitives.
Dans la deuxiéme colonne, se trouve une primitive de f.
Dans la troisiéme colonne, se trouve le domaine de définition des primitives. En particulier, on
ne peut intégrer f que sur un intervalle inclus dans ce domaine.



Fonction f, f(z)

Primitive F', F'(x)

Domaine de définition de F’

1
e ae R* fixé —e* R
«
1
chwz (we RY) —shwa R
w
shwz (we RY) —chwx R
w
I
coswz (w e RY) —sinw x R
w
. 1
sinwz (w e R¥) ——Ccosw T R
w
tan —In | cosz | }—g, g[(ﬂ')
thax Inchx R
1 2
——=1—th"z thaz R
ch”z
ey 1 +tan’z tanz }—g,g[(ﬂ')
xa+1
¥, ae R—-Z P R
xn—i—l
" neZ —{0,—1} e ] — 00,0[ ou |0, +o00]
n+1
z" n e IN x R
n+1
1
- In |z | ] — 00, 0] ou |0, +00]
x
1 1 b b
—,(a,b) e R* X R —In |ax 40| ] — 00, ——[ ou |—, +o0]
ax+b a a a
1 1 x
a2 (a #0) aArctana R

o T
Arcsin — ou —Arccos —
a a

]_ava[




5.2

Opérations usuelles
Fonction f, f(x) Primitive F, F'(x) Commentaires
a f’, a réel af
f'+4g f+y

1
f'frnen+#+ -1 1 frrt sur tout intervalle ou
e flz)#0sin<0
f/
7 In|f] sur  tout intervalle ou
f(x) #0

f'>x(gef) golf




6 Autour des développements limités

6.1 Reégles de calculs sur les développements limités

Les propriétés sont énoncées pour des développements limités au voisinage de zéro.
On considére deux fonctions f et ¢g définies au voisinage de zéro admettant chacune un
développement limité d’ordre n

f(x) = P(x) + o(z")
9(x) = Q(x) + ofz")

ou P et () sont des polynomes de degré inférieur a n, qu'on appelle parties régulieres res-
pectivement de f et g.

Rappelons les méthodes pour obtenir les développements limités d’une somme, produit, com-
posée et quotient :

Linéarité :
Pour tout A € R, \f + g admet un développement limité en 0 a ’ordre n et

Af(x) +g(x) = AP(x) + Q(z) + o(z")

Produit :
fg admet un développement limité d’ordre n et sa partie réguliére s’obtient en formant le
produit PQ) et en ne retenant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Composée :

On suppose que f(0) =

go f admet un développement limité d’ordre n et sa partie réguliére s’obtient en ne retenant
du polunoéme @ o P que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Quotient :
On suppose que f(0) # 0.

Alors — admet un développement limité d’ordre n et pour I'obtenir, on écrit :

f
11
foa(l —u(x))
1
et on effectue le DL, (0) de la composée des fonctions u(z) et — .
—x
Des exemples :
1) DL(0) de In(cos(x)) :
On écrit le DL de cos :
T S .
In(cos(x)) = In(1 — T +o(z"))
On utilise le développement limité de In(1 — z) = —z — % - + 0(2%) : L’ordre 3 suffit car

on 'utilise pour z = % — 5+ fj—(; + o(z") et on cherche un DL7(0) par rapport a .
Alors, finalement

|H

Infeos(a) = — (5 -5 +%)

2
ZEQ .CE4 2176
(7 T a)
o 1 N\ 3



On ne retient que les monoémes de degrés inférieurs ou égaux a 7. Il s’ensuit que :

In(cos(z)) = _% - % _ Z_5 + o(a)
2) DL5(0) de tan(z) :
i - 2

x—é—?+€—?+o(x5)

1— 2 + 2 4 o(25)

On utilise maintenant le développement limité de =142+ 2>+ o0(z%) : L'ordre 2

suffit car on 'utilise pour z = ‘%2 — Z_T + o(z®) et on cherche un DL;5(0) par rapport a .

Alors, finalement

tan(z) =

x— I+ 2 4 o(2P)
(

1—%2+’f1—?+0x5)
2P 5 2 ! 22 o\’ 5
= ($—§+a+0($)) 1+?_I+(E_I) + o(x?)

On ne retient que les mondémes de degrés inférieurs ou égaux a 5. Il s’ensuit que :

3 220
t = o 5
an(x) =z + 3 + B + o(x”)



6.2 Tableau des développements limités usuels

Tous les développements limités cités ci-dessous sont au voisinage de 0.

I. Développements limités obtenus par le théoréme de Taylor-Young

Ordre DL(0)
N n ZL‘k . [L‘2 n .
n ef=) o) =1++5 4+ to(a”)
k=0 ) )
UL gk R L2n
2 1 h = 2n+ly I _ . 2n+1
ntl | chiz) 2 (2)! Fole ) =l gt gy o)
UL gk O B 201
2n+2 | sh(z) = — n+2) 2o 4. 2n+2
n+2 | shiz) 2 2+ 1)! Fole™ ) mr kgt gt gy o)
n 2% 2 4 2
_ kL ntly 4 LT gy T 2n+1
2n+1 | cos(x) = k:o( 1) on] +o(z") =1 5 + 1 +-+(=1) o) + oz
n L2k IER ont
2n+2 | si = —1)k 42y _ Lo _1\n 242
n+2 | sin(z) kzo( ) 2k 1) +o(z"?) = T +(-1) 2n 1) + o(z*"?)
1) — 1
n Va e R, (1+2z) =1+Ozx+---+a(a ) '(04 nt ):13”+0(x”)
n!
1 n
n =Y dh=1l+a+2+ - +a2" +o(z")
1—= —
1 n
n — S ()Rt = T — a4 2 o (1) + o(a")
1+ —




6.3 Développements limités obtenus par intégration
Ordre DL(0)
n L 1ZEk 2 . n
n ln(l—i—x):;( 1)’z+0(:c")—x—?+ + (=)™ n—i—o(a:”)
n k 2 n
n In(l —z)=— %+o(x"):—x—%— —F%—o(x”)
k=1
- g @ 2n+2 x’ ° n 7 2n+2
2n-+2 Arctanx:;(—l) 2k—|—1+ (") =z R +(-1) 2n+1+0($ )
123 1.32° 1.3...(2n — 1) 2?*!
2n+2 | Arcsinz = x4+ - — 4 —— " 4 ... n+2
w2 | Aresing e+ oot e bt S oy a1 )
122 1.32° 1.3...2n — 1) a?n*!
12 | Arccosz = & — g — 2 20 @n-1) = + o(x*?)
2 23 245 24..(2n) 2n+1




7 Les développements en séries entiéres usuels & connaitre
ou a savoir retrouver

7.1 Variable complexe

1 +00
_ n
Vz€ﬂ|z<1,1_z—§oz
n=

7.2  Variable réelle

7.2.1 Obtenu par la série exponentielle

+oo 2n

Vo € R, cos(x) :Z (—1)”(2n)'
n=0 ’

io 22+l
Vx € R,sin(z) =) (-1)"——
o (2n+1)!

—+00
$2n

Vz € R, ch(x) :Z

n=0

(2n)!
+oo 22+l

Vz € R,sh(x) :Z e
o (2n+1)!

7.2.2  Obtenu par la méthode de I’équation différentielle
+o0

Vo el - L1 YaeR, (1+2)* =1+ )

n=1

ala=1)---(a—n+1)

xTL
n!

7.2.3 Obtenu par intégration du développement précédent pour « particulier

+oo on
Vo €] — 1,1[, In(1 + z) :;:1 (_1)n71;
+oo 2
o €] - 1,1[, In(1 —2) = — nz_l o
v +oo :I;zn—i-l
x 6] - 1) 1[5 Arctanz :nE:O (_1)n2n =

3..(2n —1) 22t
2.4..(2n) 2n+1

+o0 1
Vr €] —1,1[, Arcsinz = o+ Z
=1

T =
Vr €] —1,1[, Arccosz = 5 T Z

1.3...(2n — 1) 22+t
2.4..(2n) 2n+1




