D . Series numerlquesI PC h gc,j{p:{;thoui:s

Chapitre 03 2024-2025 Lycte Brie

Méthodes a retenir :

— Attention au vocabulaire et aux notations:
N +00

Z u, est une somme partielle, avec N fixé; Z u, désigne la somme de la série convergente de terme général u,, ;
n=0 n=0
Enfin Z u, désigne la série de terme général u,, dont on ne connait pas forcément la nature;
n>0
— Pour justifier qu’une série Z uy, converge, il suffit de comparer |u,| au terme général d’une série convergente de réfé-
rence.
— Pour justifier qu’une série Z uy, diverge, il suffit de savoir que u,, ne tend pas vers 0 (grossiére divergence). La réci-

proque est FAUSSE! (la série harmonique Z n~ ! diverge...)

— Pour une série a termes tous positifs, montrer la convergence revient a majorer les sommes partielles (Sy) indépen-
damment de N par une méme constante.

I. Applications directes du cours
vc « Série geometrique »
N

Soita > 0 et (uy)n>0 = (a")n>0. Calculer les sommes partielles Sy = Zai, pour N € N. Nature de Zun et
=0
expression de la somme en cas de convergence.

vc « Série télescopique »

Justifier la convergence de la série Z Uy,
n>1

. 1
ou u, = ——— et donner la valeur de sa somme.
n(n+1)

On pourra remarquer que

1 1
nin+1) n (n+1)

o« Compara/son de series »

Sachant que Z — est convergente, quelle est la nature de la série:

1
an, pour w, = — sin est multiple de 3, w,, = 0sinon?
n>1

vk « Sommes partielles d’une série divergente »

M
1
1. Calculer/ n dt, pour M > 1 entier.
1

k+1

P . 1

2. Pourk > 2, encadrer/ n dt en utilisant la décroissance sur [k, k£ + 1] de la fonction t — 7
k

N

7/ . 7/ . 1
3. En déduire qu’un équivalentde Sy = Z z lorsque N — +oc estln V.
k=1
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Il. Exercices
[Exercice5 | i

Discuter selon la valeur des parameétres réels o, 3 la nature des séries suivantes de terme général :
n

aa, =a¥"  b)b, =] VB
k=1

«

c)cy,

= d)d, = (1 +n*)’

Yrvx « sommes partielles d’une série divergente »

En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un équivalent en +oco des sommes partielles d’ordre n des
séries suivantes de terme général u,, :

1. u, =1/n%0<a<l);
2. u, =Inn/n

X « sommes partielles d’une série divergente »
En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un équivalent en +oco des sommes partielles d’ordre n des
séries suivantes de terme général u,, :

1. u, =1/n%0<a<1);

2. u, =Inn/n

e « Critere spécial »
—1)" , . .
Prouver que Z % converge. En notant S sa somme, déterminer un entier IV, pour que
n
>0
|S — Sy| < 1072
en déduire une valeur approchée de S a 1072 prés.
Comment ferait-on en Python pour calculer cette valeur approchée?

[Exercice9 | i

Donner la nature de la série Zu”’ ouvn >1, u, = —1+4/1+

n>1 \/ﬁ

IIl. Exercices avancés
'Exercice 10 | Xk Mines-Telecom 2017

Pour o > 0 fixé, on pose pour n € N*,
1 n
Uy = — E In(k).
n()f
k=1

Déterminer la nature de la série Z Upy.
n>1

e « reste d’une série convergente »

Soit a > 1 fixé. Justifier que pour toutn > 2,
n+1 1 1 n 1
/ —dt < — < / —dt.
n t n n—1 t
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+00 1
En déduire un équivalent simplea Ry = Z —.
n=N-+1 ne

Y « HP : Série de “Bertrand” »
1

Démontrer que la série E )P de parametres réels o et 3, convergessia > lou(a=1etf > 1)
n*(lnn
n>2

Xt « Mines-Ponts »

Soit (uy,)n>0 définie par:uy € Ret
(=1)™cosuy,

/ n _|— 1 / i
Nature de la série de terme général u,,?

Y% Mines-Ponts PC

Soit (uy,)n>o définie par:

Vn € N, Up+1 =

Uy + u%
2
1. Montrer que (u,,) converge vers une limite £ que 'on précisera.

ug €]0,1[etVn € N, upyy =

2. Déterminer la nature de la série Z Uy,

K
3. Montrer qu’il existe K > Otelqueu, ~ —

n—-+oo 2N
el

) /*O" dt
Soitu,, = _—
o (1+3)n

1. Trouver une relation de récurrence entre les éléments de la suite (u,,).
2. En déduire une expression de u,, en fonction de n;

3. Donner la nature des suites et séries de termes généraux u,, , (—1)"uy, , u,/n
(on pourra étudier la suite définie par : v,, = In(n'/3u,))

4. Déterminer la somme de la série de terme général (—1)"u,,
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IV. Exercices corrigés a étudier
Ye¥x Constante d’Euler »

n

1
Pour toutn > 1, on noter,, = Z - Inn.
k=1

1. Montrer que la suite (r,,) est décroissante et minorée.

2. En déduire l'existence d’une constante v > 0 telle que (r,,) converge vers 7.

N o

3. Conclure que ot InN +~v+o0(1) (&)],ou~y estappelé constante d’Euler.
n —+00
n=1

Correction :

1 1 n 1 1
1. Toutdabordr,.q —r, = —— —1 1 | = — 41 = 1 1— <0,
outd’abordr, 1 —r e n(n+1)+Inn n—|—1+n(n—|—1) n+1—|—n( n—l—l)_

car pour tout x > —1,1In(1 + z) < z par convexité de la fonction logarithme (ou par étude des variations de
p:rx—x—1In(l+x))

Ainsi la suite (r,,) est décroissante.
1

E+1

L. . 1
Pour tout k € [[1,n] ettoutt € [k, k + 1], par décroissance de la fonction inverse, on a < n <

)

e

puis par croissance de l’intégrale,

1 k+1 1 k+1 1 k+1
_:/ —dtg/ —dtg/ L
k+1 ). k+1 L1 .k

Ainsi en sommant pour k allant de 1 a n — 1, par la relation de Chasles,
k+1 1

n 11
Zk+1—z/ 4= /_dSkZ::E
Donc en notant S, —Z—

N

p 1
onamontré S, —1 <Ilnn <S5, — —, dou
n

1
0<-—<r,=5,—-Inn<1
n

D’ou (r,,) minorée par 0.

2. D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite (r,,) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers
une limite y > 0

3. Il s’agit d’une réécriture directe.

Questions sur le corrigé :

1) Sur un schéma pour la comparaison série-intégrale, utilise-t-on des majorations ou des minorations pour le
signeder,?

2) Est-ce cohérent avec la nature de la série harmonique?
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%X Formule de Stirling

n! Uy,
1. Pourn > 1,onposeu, = —=etwv, = ln( H).

nhe~"\/n Uy,

Montrer que la série E vy, converge.

En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que n! ~ Cv/nn"e™" (%)

w/2
2. Pourtoutn > 0,0n pose W, = / (sint)™ dt
0

(a) Alaide d’une intégration par parties, montrer que nW,, = (n — 1)W,,_»
A T (2p)! (2rp!)?
(b) Endéduire que Wy, = 2l et Wopi1 = 2p+ 1)1

(c) Justifier que pourtoutn > 2, W,, < W,_; < W,,_,, et en déduire que W,, ~ W,,_;

(d) Exprimer lim Wopt en fonction de la constante C' et en déduire que C' = V2.

2p
n n
nl ~ (—) 2nm
n—-4o0o e
3. Conclure que
Correction
1

" " 1\
1. CommeuH: n"yn e:e(1+—>

Up, (n+1)"vn+1 n

Onav,=1-— +11 1+1 =1- +1 1—1+1+O !
Un = nry ) n) "o ) n T 2 3l n?
1 1
__W“)(ﬁ)

Ainsi, |v,,| ~ o2 et par comparaison a une série de Riemann convergente, la série E v, converge.
n

+o00
Par télescopage des sommes partielles In uy — Inu, N4> Zvn = K,doncu, - C =¢f+1>0.
—+00
n=1

n

Ainsi il existe une constante C' > O telle que n! ~ C'v/nne”

w/2 /2
2.(a) Soitn >2:W, = / (sinz)"dz = / (sinz)" 2(1 — cos®z) dx
0 0

/2 w/2 /2
= S x Tr — Sin x COS™ xr dxr = n—9 — S x COST X COSx ax
: n—2d : n—2 2 d W : n—2 d
0 0 0

linéarité
/2 /Tr/2 (sinx)”_l
0

(]

L n—1
(i)™ cos :L‘:| X (—sinz) dzx
LP.P. n—1 0

1 .
Donc:Vn>2, W, =W,_5 — —1Wn, ce qui fournit la relation de recurrence :
n _
Vn>2, nW,=n—-1)W,_» (R)

w/2 T w/2 )
(b) Wy = / (sinz)" dw = BL etW, = / sinz dx = [— cos x]g/ =1
0 0

On montre alors par récurrence surp € N la propriété P, : « Wy, = (

e e . T
initialisation : Wy = 5
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hérédité : supposons P, pour un entier p € N. d’aprés (R),
W, _2p+2-1 _2p+1 _@p+1) 2p)! 7 (@2p+2)(2p+1) ) 7
TR pa2 T 2p42 TR 2p+1) (20022 R+ (20p))?2
R+t T,
— (2(p+1) (p T 1) )2 5; d ou Pp—‘,—l-
A . s (2Pp!)?
On montre de méme par récurrence sur p € N la propriété Q, : « Wa,,; = 2 »
7% !

initialisation : W; = 1.
hérédité : supposons Q,, pour un entier p € N. d’apres (R),
2p+3—1 (2p+2) @) PRe+DP (@) PV e+ 1)

Wopig = = = ,d’ou
W T3 P o 2p+3)(2p+ )l (2p+3).2p+2) 2+ 1) Q2p+1)+ 1)
Qp+1'
— 2w o (27pl)?
Ainsi: Vp S N, ng = (2pp')2§7 et W2p+1 = W

(c) Pourtoutt € [0,7/2],0 < sint < 1,donc pourtoutn > 1,0 < sin"t < sin" 't < sin" 2t < 1, et par
croissance de l'intégrale, W,, < W,,_; < W, _s.

Wi_ W— —1
Ainsi, par (R), 1 < Wnl < Wn2 — nn

W
Donc par encadrement de limites, lim T L—1.

n
D’ou Wn ~ Wn—l

(@2p)! 7 2% (p!)?
d ¥ VA
A Wo = ez Vot = Gy
4p (n1)4
Donc W2p+1 . 2 (p) 2

Wap — (20+1)((2p)1)2 7
Donc par la question précédente et (x) obtenue a la question 1,
Wapi1 2'7(C\/ppPe?)* 2 02
W, (2p+D)((CvEp(2p)re ™))~ 2m
Ainsi C? = 21 et comme C > 0,C = V2.
3. Conclusion, par (x) en reportant la valeurde C,on a:

nl ~ <2> 2nm

n—-+oo e

1~

Questions sur le corrigé :

1. OU utilise-t-on la formule a® = €% ? Quelle autre propriété du In utilise-t-on?

2.a) Pourquoi la formule de récurrence permet-elle de calculer tous les termes d’indices pairs a partir de 1, ?
Tous les termes d’indices pairs a partir de W, ?

2.b) Comment aurait-on pu trouver les formules de récurrence si elles n’avaient pas été fournies?

2.c) Pourquoi a-t-on W,, > 0 pourn > 0?
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Notes

1 correction :

a0 — gN+1
poura # 1,Sy = 5 ily a concergence ssia™¥ 71 — 0 cest a dire ssi la] < 1, vers 1
—a —a
9 . . 1(-=n™ 11 —3/2 - , . (=1 s -
correction : Considererun D.l.up, = 1 4 — — —— +rp,avecr, = O(n terme général d’une série convergente, Z CV par critere spécial, et
2 n 8n n— NG

1
> —ov.
n
13 correction : [up+1| — 0, par DL2, up, =

4 correction :
1. =0

1/2 ,
2. apcr,un41 < / uy,, et majoration par O((3/4)™)

n—1 n—1
A uQ .
3. E In(1 + ug) CV, car a méme nature que E ug,onadoncu, = o X | | 14 up); K= hrr]/nuo | | (1+ ug)
k=0 k=0

15 correction :

3n—1
Up = Up—1 par PP
3n
4+/37
ug = 9
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