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Méthodes a retenir :

A laide du tableau de variations de f,, dérivable sur I, il est aisé de calculer la valeur de || f;,||oo,r = sup{|fn(¢)|;t € I}.
Pour démontrer qu’une suite de fonctions (f,,),, € N converge uniformément surunintervalle I vers une fonction limite
f, il suffit de montrer que || f, — fl|oo,1 —

n—-+0o0

b
Surunsegment [a, b], le théoréme d’interversion permet de calculer hrf / fn,lorsque la suite de fonctions continue
—r+00 a

n
(fn) CVU sur [a, b].
pour nier la CVU, il suffit de trouver une suite convergente (x,,) vers une limite ¢ et telle que | f,(x,) — f(¢)| ne tend pas
vers Q.
Sur un segment [a, b], lorsque la suite de fonctions continues ( f,,) CVU sur [a, b] vers f, on sait que f = lirf fn est
n—-—+o0

continue sur [a, b].
Pour démontrer qu’une série de fonctions Z fn converge normalement sur un intervalle I vers une fonction somme
n>0
S, il suffit de montrer que la série numérique Z || frllco,r cOnverge. On a alors convergence normale donc convergence
n>0
uniforme de la suite des fonctions sommes partielles vers la fonction somme.
Sur unintervalle I, lorsque la série de fonctions continues Z fn converge uniformément (a fortiori si converge norma-

n>0
“+oo

lement), alors lasomme S = Z fn estcontinue sur 1.
n=0

400 .p
Surun segment [a, b], le théoreme d’intégration terme a terme permet de calculer Z / fn,lorsque la série de fonction
n=0"a

converge uniformément, a fortiori lorsqu’elle converge normalement sur [a, b].
Sur un intervalle quelconque I, pour une suite (uy, )nen € F(I, K)N de fonctions de classe C! sur I, telle que la série de

fonctions Z u, CVS sur I, et telle que la série Z u,, des dérivées CVU sur I, on peut dériver terme a terme.

Exercice3 | i

Soit a > 0. Quel est ’ensemble de définition de

+o0
g:xr— Z(ax)”?

Applications du cours

Exercice1 |

Pour toutn € N*, onpose f, : Rt — R, t

t n
(1 + —) . Montrer que la suite (f,,),>1 converge sim-
o >

plement sur R™ vers la fonction ¢ — exp(t).

Exercice2 | i

Soitf : R — R, z — 1. Pourtoutn € N, on pose
fon R=>R z—1-—2".

1) Notons J = [0, 1]. Montrer que (f,,) converge sim-
plement vers f sur J.

2) (fn) converge-t-elle simplement vers f sur [0, 1]?

3) Montrer que la convergence est uniforme sur K =

[1/4,1/2].

Ch.05 Suites et séries de fonctions

n=0
Exerciced | 2rix
Etudier la convergence simple, uniforme et normale de
la série des fonctions

fn iz r— avecn > letx e R

n? + 2

vev interversion lim-int avec CVU

1 t
Soit f, : [0,1] — R, ¢t §55232

dier la convergence uniforme de (f,),, montrer que

lim d/dngjdt::O
0

n—-+oo

. Apres avoir étu-
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St Interversion lim et / .-
[0,1]

n—-+4o0o
Théoreme de convergence dominée
(=1)"

Pourn € N,onpose f, : R - R, t —
pose | 14 ¢2

1. (a) Justifier que: pour toutn € N, f,, est conti-
nue sur [0, 1].
(b) Justifier que la fonction
0:R—= R t+—

1 i 2 est continue po-
sitive intégrable sur [0, 1], et domine la suite
de fonctions ( f,,)nen (i.€. pourtoutn € N, on
a:vt € [0,1], [fu(t)] < 0(t)).

(c) Justifier que la suite de fonctions (f,,)nen
converge simplement sur [0, 1[ vers f : t —
0.

2. En appliquant le théoréme de convergence do-
minée, en déduire que la suite

(Un)nen = (/1 (=0)" dt) tend vers 0
n)neEN . 1 +t2 en .

+o0o
vevc Interversion Z et / :
e [0,1]

Théoréeme d’intégration terme a terme

Pourn € N,on pose v, :|0,1] - R, t — t"Int
1. (a) Justifier que : pour tout n € N, v,, est conti-
nue sur]0, 1].

(b) Montrer que pourtoutn € N, v, est continue
intégrable sur 0, 1], et que :

! 1

(c) En déduire que la série numérique

Z / |v,| converge.
10,1]

n>0
1 X
2. Justifier que pourtoutt € [0, 1], —— = t".
quep € 0.1, HZ:O
—+o0 2
1 s
3. Onadmet que — = —.
En appliquant le théoréme d’intégration terme
. _ U Int —7?
a terme, en déduire que:/ dt =

Ch.05 Suites et séries de fonctions

Il. EXxercices

Exercice8 | i

Pour chaque suite de fonctions dans C°(I, R), étudier
la convergence simple sur I vers une éventuelle fonc-
tion limite :
a)l=]-1,1,YneN, f,:x— (n—1)z";
b)I =1[0,7/2],Vn €N, g, : z— ((iosx)";
ol=10,1,YneN, hy, :z+— T na?

nr+1

2 5
n? + n3x?
2

d)l =[0,1,YneN, i, :z —

) =[-1/2,1/2,¥n €N, j,:z— Y 2"

k=n
ok

Pourn € Non pose f, :]0, +oo[— R, z S
i

1. Soitn € Nfixé. Etudier les variations de f,,.

2. En déduire que pour touta > 0, f, est bornée

e*?’La

sur [a» +OO[ et an||00,[a,+00[ =

3. Etudier la convergence simple de (f,) sur
10, +o0l.

4. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur
10, +o0l.

5. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur
11, +o0l.

|Exercice10 |

e
Pourn € Non pose u, :|0, +oo[— R, = — .
T

1. Soitn € N fixé. Etudier les variations de w,,.

2. En déduire que pour tout a > 0, u, est bornée

e—na
sur [a, +oo] et ||t || oo, [a,4-00] = a-
3. Quelle est la nature de la série numérique
e—na?
n>0

4. Que peut-on en déduire pour la série de fonc-
tions Zun?
n>0
e—nw
est

+00
5. Endéduire que lafonction S : = — Z

X
n=0

définie et continue sur |0, +-o00|.
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[Exercice11 | X

Soit I =]0, 1]. Pour tout n € N, on pose

fo:l >R zw— e,

Etudier la convergence simple puis la convergence nor-
male sur I de la série de fonctions Z fn-

Méme question en restrictiona J = [1/2,1].

+oo
Yl Interversion ) et % cal-
n=0

culs de sommes de « séries dérivées »

Pourn € N,onposew, :| — 1,1[—= R, t — "
1.(a) Justifier que : pour tout n € N, w, est de
classeC'sur] —1,1].
(b) Justifier que la série de fonctions an
n>0
converge simplement sur | — 1,1[ vers S :
t— ——.
1-—1t
(c) Justifier que la série de fonctions Zw;
n>0
converge normalement sur tout segment de
]_'1a1L
2. En appliquant le théoreme de dérivation terme
a terme, en déduire que S est de classe C* sur
] — 1,1 et calculer sa dérivée en tout point.

+o0
3. En déduire Z i
n=1

2n71'

4. En reprenant la méthode a l’'ordre 2, calculer
+oo

nin—1
P

n=2

Probleme 1| Y% Fonction Dzéta

On considére la fonction ¢ de lavariable réelle = définie
+o0
1
par la relation  (z) = —

ne’
n=1

Pour tout entier n € N*, on considere la fonction
1

fn définie sur]1; +oo| par:Vz €]1; +oo|, fu(z) = s
1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonc-
tion .
2. Soita €]1; +oo[. Montrer que la fonction ( est
continue sur lintervalle [a; +o0].
Que peut-on en déduire pour la continuité
de la fonction (?

Ch.05 Suites et séries de fonctions

3. Soitn € N*,
(@) Montrer que:Vk € N*, Vx €]1; 4+o00],
F®) () = (—ln(”))k.
n$

(b) Montrer que la fonction ¢ est de classe C*™
sur]1; oo et donner 'expression de ¢¥) ()
pour tout £ € N* et tout = €]1; +oo[ sous
forme d’une série.

4. Préciser le sens de variation de (.

5. On se propose dans cette question de justifier
l’existence et de déterminer la valeur de la limite
de la fonction ¢ en 4oc.

(a) Montrer que ¢ possede une limite finie en

+00.
(b) Soit N € N*. Montrer que:
S
Ve >2,1<((x) < — + ot
n=1 n=N-+1

(c) Endéduire la valeur de la limite de ( en +oc.
6. On considere a présent h €]0; +oo.
A l'aide d’une comparaison série-intégrale,
déterminer un encadrement de ((1 + h) puis un
équivalent de ((z) lorsque = tend vers 1.

7. Donner lallure de la représentation graphique
de la fonction (.

“+o0o

—1)"

8. Onpose:Vz €]0; +oo, F(z) = Z ( n“’> .
n=1

(a) Justifier que F est bien définie.
(b) Monter que F est continue sur R’ .
(c) Montrer que:
Vo €]1; +ool, () + F(z) = 2'7"((x).
(d) Déterminer ensuite la limite de ' en +oo.

Exercice13 | <X

Déterminer:

lim de

n—+oo 1 "™ + e*
n

[Exercice 14| 2rix
0 efﬂ
Soit F(z) — / dr.
0

T+t
1) Existence de F sur ]0,+ocl.

2) Calculer la limite en +oo de x F'(x). On pourra cal-
culer la limite de (nF'(n))pens-
3) Donner un équivalent de F'(n) quand n — +oc.
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vevsvx Intégrale d’une somme de

fonctions

Pour x > 0, on pose

P J Zl n\/l +nx

1. Justifier que 'on définit bien une fonction f sur
R, par l'expression précédente.

2. Montrer que f est continue sur I =|0, +o0.
notons qu’il suffit de montrer le résultat sur tout

Ill. Exercices avancés
[Exercice16 | Yrix

+oo
On pose pourn € N, u,, = /
0

n

ﬁdl’ Justifier
n

qu’on peut définir la suite (u,),en pUis que cette suite
converge et donner sa limite sous forme intégrale (on
ne demande pas le calcul de Uintégrale).

Exercice17 | <X

1 : 2
1+ t"sin(nt
On pose pourn € Nu, = / #
0 1+ ¢2
Justifier que la suite converge et donner sa limite sous

forme intégrale; calculer cette intégrale.

Exercice18 | 22

Justifier que la suite (f,,),>1 de fonctions définies sur
[0,1] par:

dt.

Wt € [0,1], Vn € N*, fa(t) = (1 + %)n

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que
l’on précisera.

1
La suite (/ fu(t) dt) admet-elle une limite fi-
0 n>1

nie?
on pourra utiliser 'inégalité : In(1 + u) < u,Vu > —1

Exercice19 | X

Pourn > 1,0n pose g, : t — nexp(—n — t).

1. Lasuite (g,,) converge-t-elle simplement sur R*
vers une limite g?

2. Lafonction g est-elle dérivable?

3. Pourn > 1, g, est-elle dérivable, si oui, donner
’expression de sa dérivée.

4. At-onpourtoutt € R" ¢'(t) = lim ¢, (¢)?

n——+00

Ch.05 Suites et séries de fonctions

segmentde |
3. Montrer que f est intégrable sur |0, 1] et que

+o0 92

/0 fe)d = ; n(l+vn+1)

4. Montrer que f n’est pas intégrable sur [1, +oo].

e

On pose u,(z) = (—1)""2*2nzpourz ¢
10, 1] et u, (0) = 0

+o0
1. Calculer, pour z €]0, 1], Z U ()
n=0

2. Montrer que Z u,, converge uniformément sur
n>0

[0, 1].
3. Endéduire l’égalité :

'"Inz < (—1)n*t
/0 1+$2dx_§(2n+1)2
Exercice21 | X

1) Montrer que la série de fonctions Z fn, OU f, est

n>1

définie pour z € [0, +oo] par f,(z) = converge

nd+x

simplement sur R*. On note S sa somme.

2) Pour toutn > 1, calculer || f,,| co-

3) Lasérie Z fn converge-t-elle normalement surR™ ?
n>1

Normalement sur tout segment de R™ ?

4) Montrer que la fonction S est continue sur R™, puis

calculer lim S(z).
T—+00

Exercice22 | X

Déterminer l ensemble de définition de la fonction

Arctan (nx)
f T Z .%'2 + 77/2 :

m e

Démontrer que la fonction

Y : [1,+o00[— R l—>+§ (=1
: |1, 400 , T —_
n=0 (1 + ’

est définie et
n)
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continue sur [ = [1, +o0|.

[Exercice24 | 23X

Pourn € N, soit J,, = t"(1 —t)"dt;

[0,1]

prouver que lim J, = 0;
n—-+o0o

Exercice 25 | ovix

Soit A > 0,etI = [0, A] C R*. Pourtoutn € N*, on
posefn:l—>R,xr—>ln<1+z>.
n

1. Enutilisant l'inégalité 0 < In(1+wu) < uvalable
sur R™, montrer que (f,,)n>1 converge simple-
ment sur I vers la fonction nulle, notée 0.

2. Retrouver ce résultat en majorant | f,,(z) — 0(x)|
a l'aide de l'inégalité des accroissements finis.

Exercice 26 | ovix

Pourn € N*,on pose f,, : © — /n sinx (cosx)".

1. Existence et calculde/ fu(t)

2. Existence et calculde lim / fu(t)
n—+oo
3. La suite (f,,) converge-t-elle uniformément sur
[0,7/2]?

%% lemme de Riemann-Lebesgue

Soit h une fonction de classe C' sur un segment [« 3]
avaleurs dans R.

B .
On pose, pourtoutm € N, H,, = / h(t)e™* dt.

Montrer, en utilisant une intégration par parties, que
lim H,,=0

m——+00

Exercice28 | 23X

On dit que la suite de fonctions ( f,),cn approche unifor-
mément la fonction f sur [a, b]
SSi

Ve >0, dng €N; V€ [a,b], |fu,(z)— flx)]<e

Montrer que la suite (f,,) définie par

nr+ 1
n + na?

fni]0,1] 2 R, z+—

Ch.05 Suites et séries de fonctions

approche uniformément sur [0, 1] la fonction
f:00,1]] = R, 2

[Exercice29 | 23X

Pourn > 1,onpose f, : t

x
14+ 22"

sin(nt) .

1. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur
0, ] vers une limite f?
2. Lafonction f est-elle dérivable?

3. Pourn > 1, f, est-elle dérivable, si oui, donner
I’expression de sa dérivée.

4. At-onpourtoutt € [0,7], f'(t) = lim f,(t)?

n—-+00
i

Pourn > 1,0on pose g, : t — nexp(—n — t).
1. Lasuite (g,) converge-t-elle simplement sur R*
vers une limite g?
2. Lafonction g est-elle dérivable?

3. Pourn > 1, g, est-elle dérivable, si oui, donner
I’expression de sa dérivée.

4. At-onpourtoutt € R, ¢'(t) = lim ¢/ (¢)?

n—-+00
Exercice 31 | Sl
in(nt)

Justifierque f : t — Z Sm—g est définie et conti-
n

n=1

nue sur R. Vérifier que f est 2r-périodique et impaire.

[Exercice32 | oo

. 1 ,
1. Exprlmerl—H sous laforme delasommed’une

série numérique géométrique, pourt € [0 1].

, T t g
2. Demontrerque/ - *Z
Exercice33 | i

Pour x > 0, on pose

+
8
|
=
3

S(z) =

n+zx

1. Justifier que S est définie et de classe C' sur
R**,

2. Enremarquantque S’(r) estdu signe de —1 /22,
préciser le sens de variation de S.

3. Etablirque:
Ve >0,S(x+1)+S(x)=1/x
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4. Donner un équivalent de S en 0.

5. Enremarquant que

donner un équivalent de S en +oc.

Ch.05 Suites et séries de fonctions

[Exercice 34 | XX’ Etude d’une somme de
fonctions
Pour toutn € N*, on pose:

x?’l

(o, R, N —
fn 2 [0, +00[— an(xszrl)

1. Montrer que la série an converge simple-
n>1
ment sur

D = [0, 1[U]1, +oo.

On note S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S est de classe C' sur D et étudier
le signe de S’(x) suivant les valeurs de z € D.

3. Montrer que S admet une limite en 1.
4. Montrer que S tend vers 0 en +o0.

5. Donner le tableau de variations de S, puis tracer
l’allure de la courbe représentative de S.
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IV. Exercice corrigé a étudier
veve Non CVU a l'aide d’une suite de valeurs

2y
1+ 2mna?
1. Montrer la convergence simple de ( ;) sur [0, 1] vers une fonction f que l’'on précisera.

Soit f, : [0,1] — R, z +—

2. Alaide d’une suite (z,,) de [0, 1] convergente vers une limite £ et telle que f,, () ne tende pas vers f(¢), justifier que
(fn) ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers f.

1
3. Encalculantla limitede/ fn(t) dt, retrouver par une autre méthode que ( f,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1]
0

vers f.
Correction:

1. Pourz =0, f,(0) —— 0.
n—-+4o0o
2"y

Pour z # 0, fn(x) n—stoo 2mz2 oo

Donc (f,) converge simplement (CVS) sur [0, 1] vers la fonction nulle f = 0.
1

0.

1
2. Enposant x,, = —, ona pour toutn € N, z,, ——— 0 =/, et f,(x,) =
2m n—+00 1

1

D pn—too

+ 5
Mais alors | f,,(x,) — f(£)| ne tend pas vers 0, alors que 0 < | fn(xy) — f(€)2| < |fu(zn) = (O] + | fu(€) — f(O)] <

| fa(@n) = fa(O)] + || fn = FIEY.
S’ily avait convergence uniforme, || fr, — f H([g;l] -——»+ 0 et par continuité de f,, pourn suffisamment grand, | f,,(z,)—
n——+0oo

fn(0)] = 0

Ce qui conduirait a l'impossibilité 0 <1 < 0
Ainsi () ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers f = 0

! 1 In2
. n —_ 1 1 2” ~ —,
3 /0 fn(t) dt o n(1+2"n) 2

La suite (f,,) est une suite de fonctions continues sur le segment [0, 1], si elle convergeait uniformément, on devrat
1 1
avoir lim / fat)dt = / f(t)dt = 0, ce qui est impossible.
mJo 0

On retrouve bien que ( f,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers f = 0.

Questions sur le corrigé :
a) rappeler le lien entre convergence simple et convergence uniforme.
b) Peut-on composer des équivalents?

Ch.05 Suites et séries de fonctions 7/13
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Notes

t t
! correction: DL1In (1 + 7) =—+0(n7?
n n

4 correction :

1
15 . . P
correction : on minore f(z) > non intégrable en +oo.
o)z A &
20 correction :
. PRSP . 1
1. Pourz €]0, 1], onreconnait une série géométrique de raison —z2 €] — 1, 1], donc convergente et E un(z) = —2%Inz T a2
x

Cette expression est encore valable pour z = 1.

2. e 0n peut essayer de montrer la convergence normale : u,, est dérivable, u/, (z) = (—1)" 1 [(2n+2)z®" T Inz + 22"+ = (—1)" 1221 (2n+2) Inz 4+ 1).

(2n+2)nz+1) >0z > /3042

1 - -
Ainsi u}, change de signe en e~/ (2n42) ot lunllos,jo,1) = |un(e*1/(2”+2>)| = m, mais ce n’est pas le terme général d’une série convergente... La
n €

série g uy, Ne converge pas normalement sur 0, 1].

—+oo
e Onva étudier laCVU a laide de lafoncion Ry = S — Sy : © — Z un ().

n=N-+1
:L‘Z)N+1 (71)N12N+4 Inz

: R PR _
Oncalcule pourz €]0,1]et N € N: Ry (z) = —z° Inz T = e

Ainsi, |[Ry (z)] < —In(z)22V T4, carIn(z) < 0.

1

Donc Ry est bornée sur 0, 1] et compte-tenu du calcul fait pour ||un || o0,10,17> 0N @ | RN [l 00,)0,1] < lluan+4lloc,j0,1] = m
e
1

Comme li — =0, parthéoréme d’encadrement, li R =0
Nl 2N+ o 120 P i B lloc o1

Comme Ry (0) = 0, pourtout N,onadonc| lim [IS — SN|loo,[0,1] = O | Ainsi Z uy, converge uniformément sur [0, 1].
N—+oco e

n>0
3. Onapplique le théoréme d’intégration terme a terme sur le segment [0, 1] :
-onaVn € N, uy, est continue sur [0, 1] (limite usuelle en 0).
—22lnz . 0
- La série de fonctions » ~ un CVU'sur [0, 1] vers S : 2 — 1+ 22 stz >
n>1 0 sizx=0
Donc S est continue sur [0, 1], la série numérique Z / un converge et
n>1
1.2
—x ln:c
—1)" 12" 2 In g da
[ -3 e
1 2n+3 1 x2n+2 1
Pourn > l,parIPP,/ Uy = hm[ Inx)} 7/ de =
0 e—02n+3 e 2n+3 (2n + 3)2
1 1 1 1 —1 1 _ 21
Donc17/ —Inxdx = wdm:/ ne dz-|—/ ﬂdm
0 1 + £B2 0 1 + CEQ 0 1 + 1’2

Ch.05 Suites et séries de fonctions 8/13
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1 —lnz = +1_2n+42
AN — n n
dou/O mdxf —1+n5=1/0 (=)t Inzdz

. Inx = (=1)ntt . B
Conclusion : dz = E ———— | compte-tenu du décalage d’indice.
o 1+22 = (2n+1)2

20 correction :

Correction. 1. Pourz €]0, 1], onreconnait une série géométrique de raison —z? €] — 1, 1, donc convergente et Z un(z) = —2%Inz T a2
x

Cette expression est encore valable pour z = 1.

2. e Onpeutessayer de montrer la convergence normale : u, est dérivable, ul, (x) = (=1)"T1[(2n + 2)z2" ! Inz 4+ 22"+ ) = (1) L2 (2n +2) Inz +1).

(2n+2)lnz+1)>0<=x > e—1/(2n+2)

1 - -
Ainsi u}, change de signe en e~ 1/ (n+2) ot lunlloo,jo,1) = |un(e*1/(2"+2))| = m, mais ce n’est pas le terme général d’une série convergente... La
e n e

série E un, ne converge pas normalement sur]0, 1].

—+oco
e On va étudier la CVU a l'aide de la foncion Ry = S — Sy : T +— Z Up (T).
n=N+1

L 2\N+1 _1)N p2N+4
On calcule pour x E}O,l]etNEN:RN(x):—x21n1:( z°) (D)7 ne

1422 14 22

Ainsi, |Ry (z)| < —In(2)z?N T4, carln(z) < 0.

1

Donc Ry est bornée sur )0, 1] et compte-tenu du calcul fait pour ||tin | oo 10,11, 01 @ | RN o 10,1] < lu2n+4lloo 0,1 = (22N +4) + 2)e
e
1

Comme i — =0, parthéoréme d’encadrement, li R =0
NToo (22N + 4) + 2)e P whim RN oo, 0,1

Comme Ry (0) = 0, pour tout N,onadonc| lim ||S — SN|loo,0,1] = O } Ainsi Z up, converge uniformément sur [0, 1].
N—+o0 e >0

3. On applique le théoréme d’intégration terme a terme sur le segment [0, 1] :

-onaVn € N, uy, est continue sur [0, 1] (limite usuelle en 0).

2
—z“Inx .
- La série de fonctions »  un CVU sur [0, 1] vers S : @ 1+ 22 siz>0
n>1 0 six =0

Donc S est continue sur [0, 1], la série numérique E / un, converge et
n>1

1 2
/ 7131 ln2x dz = Z / "+1302"+2 Inzdzx
0 X

1 2n+3 1 (E2"+2 1
Pourn > 1, parIPP,/ Up = hm[ In x]; —/ dz =
0 e=02n+3 e 2n+3 (2n + 3)2

1 1_(1 2)1] 1 _q 1 _ 227
Doncl:/ 7lnxdx:/ de:/ ne der/ —TNT 4
0 0 1+CE2 0 1-‘1—2?2 0 l+$2

lnx
doul 14 / 1yl 202 | o de
0 + 2 Z )
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+oo
1 —1 n+1 )
Conclusion : / T = Z =y compte-tenu du décalage d'indice.
o 1+z2 = (2n +1)2

23 correction : on utilise le CSSA pour la CVU

Vn

n+1

—0

/2
26 correction : Par calcul direct de primitive, on a / fr(t)dt =
0
Pourtoutt € [0,7/2] fn(t) — 0, donc CVS vers 0.

— e~ 1/2 £ 0 pasde CVU!

n+1 —(n+1)/2
)

fu(aretan(1/v/) = (
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Notes

t t
! correction: DL11n (1 + 7) = - +0(n7?
n n

4 correction :

15 correction : on minore f(x) >

non intégrable en +oo.
x

20 correction :

oo
N PSP . 1
1. Pourz €]0, 1], onreconnait une série géométrique de raison —z2 €] — 1, 1], donc convergente et E un(z) = —2?Inx

Cette expression est encore valable pour z = 1.

2. e On peut essayer de montrer la convergence normale : u,, estdérivable, u/, () = (—=1)"T1[(2n+2)2z?" T Inz + 22"+ = (=1)" T 122" (2n+2) Inz 4 1).

(Cn+2)lnz+1) >0z > /212

1

Ainsi u], change de signeen e~/ 2"+ 2) et |lup || o0 10,1] = un (e 72| = e
n &

mais ce n’est pas le terme général d’une série convergente... La

série E un Ne converge pas normalement sur 0, 1].

+oo
e On va étudier la CVU a l'aide de lafoncion Ry = S — Sy : ¢ +— Z up ().

n=N-+1
7:E2)N+1 (71)N:)32N+41nz

: gl _
On calcule pourz €]0,1]et N € N: Ry(z) = —2° Inz Ta T e

Ainsi, | Ry (z)| < —In(z)z?N 4, carln(z) < 0.

1

Donc Ry est bornée sur |0, 1] et compte-tenu du calcul fait pour [[un [|o0,j0,175 0N @ | RN [l 00,]0,1] < luaN+4ll00,j0,1] = m
e
1

Comme li — =0, parthéoréme d’encadrement, li R =0
Noteo 2@N +4) +2)e P wim IEN llo o

Comme Ry (0) = 0, pourtout N,onadonc| lim |IS — Sn|ls,[0,1] = O | Ainsi Z un, converge uniformément sur [0, 1].
N—=+oco o

n>0
3. On applique le théoreme d’intégration terme a terme sur le segment [0, 1] :
-onaVvn € N, un, est continue sur [0, 1] (limite usuelle en 0).
—z?lnz . 0
- La série de fonctions > ~ u, CVU'sur [0, 1] vers S : 2 — 1+ 22 stz >
n>1 0 siz=0
Donc S est continue sur [0, 1], la série numérique Z / un Cconverge et
n>1
1 _ .27 +oo 1
/ =Y / ()™ 12?2 e de
0 l+a n=1"0
1 £2n+3 1 g2n+2 1
Pourn > 1, parIPP,/ Up = hm[ Inz)} 7/ da =
0 e—02n+3 2n + 3 (2n + 3)2
1 1.1 2) ] —1 1 221
bonc1 = [ —nzds = [ ZLET)T _/ “e et [ ST BT
0 0 1 + IE2 1 + 2172 0 1 —|— CE2
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dob /1 lnx 1+ Z / 1)n+1 27L+21 d
ou S = — X nxrdaxr
0 1+ 332
1 1 1 n+1
Conclusion : / ne Z ( , compte-tenu du décalage d’indice.
o 1+ $2 < (2n +1)2
20 correction::
. . L . 1
Correction. 1. Pourx €]0, 1], onreconnait une série géométrique de raison —z? €] — 1, 1], donc convergente et Z un(z) = —2?Inx T a2
xT

Cette expression est encore valable pour x = 1.

2. e 0npeutessayer de montrer la convergence normale : us, est dérivable, ul, (z) = (=1)" 1 [(2n+2)z2" T Inz 4 22" H1] = (1)l (2n+2) Inz +1).

(2n+2)lnz+1)>0<=z > e—1/(2n+2)

Ainsi u!, change de signe en e~/ " +2) et ||u,, loo,j0,1] = lun (e~ 1/ 42y = , mais ce n’est pas le terme général d’une série convergente... La

1
(2n+2)e
série Z up ne converge pas normalement sur 10, 1].

—+o0
e On va étudier la CVU a laide de la foncion Ry = S — Sy : @ — Z Un ().
n=N+1

(_xQ)N-Q—l (—I)NI2N+4lnz
On calcule pour x €]0,1]et N € N: R = —z21 =
pourz €]0,1] v = e GO Lt

Ainsi, | Ry ()] < —In(z)z2N 4, carln(z) < 0.

1

Donc R est bornée sur0, 1] et compte-tenu du calcul fait pour ||un || 5o 10,17 01 @ | RN llo0,j0,1] < lluen+4lleo,j0,1] = m
e

1
Comme lim —————— =0, parthéoréme d’encadrement, lim ||R =0
N GEN T e p yim BN o jo,1

Comme Ry (0) = 0, pour tout N,onadonc| lim |[|S — SN|leo,0,1) = O | Ainsi Z up, converge uniformément sur [0, 1].
N—+oo K

n>0
3. Onapplique le théoréme d’intégration terme a terme sur le segment [0, 1] :
-onaV¥n € N, uy, est continue sur [0, 1] (limite usuelle en 0).
—z?Inz . 0
- La série de fonctions » ~ w, CVUsur [0,1] vers S : @ 1+ a2 s1a >
n>1 0 six =0

Donc S est continue sur [0, 1), la série numérique E / un converge et
n>1

1 _ 21
/ 1x+ n;c de — Z/ (—1)"H1222 In g dar
0 x

1 2n+3 1 x2n+2 1
Pourn > 1, parlPP,/ Up = hm[ Inz)l — / dz =
0 e=02n+3 e 2n+3 (2n + 3)2

1 1_1 21 1_1 1_21
ponc1 = [ —mnaar= [ ZUETIRI g, o [T 20T g, [T 0T,
0 0 14z 0 1+2x 0 1+z

ln:):
d’OCI/ -1+ / )2 2 g de
o 1+a? Z =
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. Inz = (=)t . v
Conclusion : dz = E ———— | compte-tenu du décalage d’indice.
o 1+x2 = (2n +1)2

23 correction : on utilise le CSSA pour la CVU

/2
26 correction : Par calcul direct de primitive, on a / fn(@)dt = v —0
0

Pour tout t € [0,7/2] frn(t) — 0, donc CVS vers 0.

— e~ 1/2 £ 0 pas de CVU!

n

fn(arctan(1/y/n)) = (n +1 > —(n+1)/2
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