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I. Applications directes du cours

Exercicel| X

On considere le couple (X, Y') de variables aléatoires a
valeurs dans {0, 1}, dont la loi est donnée par:
P((0,0)) = 1/8,P((0,1)) = 1/4,

P((1,0)) =3/8,P((1,1)) = 1/4.

1. Déterminer les lois marginales Px et Py, a
l’aide d’un tableau.

2. X etY sont-elles indépendantes?

Exercice2 | i

Soient X etY deuxvariables aléatoires indépendantes
suivant des lois de Bernoullib(1/2) . Les variables aléa-
toires X + Y et X — Y sont-elles indépendantes?

Exercice3 | i

Démontrer que si X,Y et Z sont trois variables
aléatoires mutuellement indépendantes, alors les va-
riables aléatoires X + Y et Z sont indépendantes, en
utilisant le lemme des coalitions.

Il. EXercices
[Exercice5 | ik

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans
N.
On suppose que la loi conjointe de X et Y vérifie

P(X=5Y=k)= aveca € R

a
2+ k!

a) Déterminer la valeur de a.
b) Reconnaitre les lois marginales de X et Y.
c) Les variables X et Y sont elles indépendantes?
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Yevx Sondage

Une population de personnes présente une propriété
donnée avec une proportion inconnue p € 10, 1].

On choisit un échantillon de n personnes et l'on pose
X; = 1silei-éme individu présente la propriété étu-
diée, 0 sinon. On considere que les variables aléatoires
X; ainsi définies sont indépendantes et suivent toute
une loi de Bernoulli de parametre p.

a) Quelle est la loi suivie par

Sp=Xi 4+ X,?

b) Déterminer espérance et variance de S,,/n.
¢) Soit e > 0. Etablir

1
P > <
( E) Ane?
d) Pour e = 0,05, quelle valeur de n choisir pour que

S,,/n soit voisin de p a € pres avec une probabilité su-
périeure 295 %?

S
— =P
n

Kok Piéce

On lance une piece équilibrée plusieurs fois de suite.
X est le rang pour lequel on obtient pour la 2eme fois
« Pile ». On tire alors une boule dans une urne conte-
nant X — 1 boules numérotéesde 1 a X — 1 et on note
Y le numéro de la boule tirée.

1. Montrer que X admet une variance et une espé-
rance.

2. Déterminer la loi de Y a partir de la loi de Y sa-
chant {X = k}.

3. Montrer que Y admet une variance et une espé-
rance.

4. X etY sont-ellesindépendantes?

5. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire
de X etY.
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|Exercice7 | X

Soient A\, > 0. On note X et Y deux variables aléa-
toires indépendantes de lois respectives P(\) et P(\)

1. A l'aide du théoréme de transfert, justifier que
Gx(t) = E[t¥] et rappeler I'expression de
Gx(t) pourt € R.

2. Calculer Gx,y etendéduirelaloide X + Y.

3. On note (X,..., X, nv.a..d. de loi P(\). On

Sh,
pose S,, = X,etT, = —
2 Vi
(a) Déterminer le loi de S,,, son espérance et sa

variance.
(b) En déduire l'espérance et la variance de T,,.

|Exercice8 |

Soient m,n € N*etp €]0,1[. On note X et Y deux

IIl. ExXercices avancés
[Exercice10 | ik

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires a valeurs
dans N? dont la loi est donnée par :
1 Jjt+k
(L
(U + k) (2)

ejl k!
1. Déterminer les lois marginales de X etde Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

(5, k) € N’ P((X,Y) = (j. k) =

2. Prouver que E [2*1] existe et la calculer.
[Exercice11 | i

Une secrétaire effectue, une premiere fois, un appel
téléphonique vers n correspondants distincts.
On admet que les n appels constituent n expériences
indépendantes et que, pour chaque appel, la proba-
bilité d’obtenir le correspondant demandé est p (p €
0, 1))
Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de
correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Lasecrétaire rappelle une seconde fois, dans les
mémes conditions, chacun des n — X corres-
pondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de
la premiere série d’appels. On note Y la variable

Ch.13 Couples et suites de variables aléatoires

variables aléatoires indépendantes de lois respectives
B(n,p) et B(n, p).

1. Déterminer Gx et Gx les fonctions génératrices
deXetY.

2. Endéduire Gyx.y
3. Quelleestlaloide X +Y?

Exercice9 | o

Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes sui-
vant une loi de Poisson de méme parameétre A € R,

1) Déterminer les fonctions génératrices de X et 3Y.

2) En déduire la fonction génératricede Z = X +
3Y.

3) Endéduire E(Z) et V(Z).

4) X et Z sont-elles indépendantes?

5) Trouver le minimum de la fonction ¢t — V(X +
tY).

aléatoire représentant le nombre de personnes
jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N,
P(Y = k|X =1i).

(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi bino-
miale dont on déterminera le paramétre.
Indication : on pourra utiliser, sans la prou-

ST . n—w\( n
ver, 'égalité suivante : ( )() =
k—1i)\1
k\ (n
i) \k)

(c) Déterminer ’espérance et la variance de Z.
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Exercice12 | i

Soit N € N*,
Soitp € ]0,1[.Onposeg =1 — p.
On considere N variables aléatoires X, X5, -+, Xn

définies sur un méme espace probabilisé (12,4, P),
mutuellement indépendantes et de méme loi géomé-
trique de parametre p.
1. Soiti € [1, N]. Soitn € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On consideére la variable aléatoire Y définie par

Y = min (Xj), cC’est-a-dire
1<i<N

Vw € Q,Y(w) = min (X3 (w), -, Xny(w)), min
désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soitn € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loide Y. En déduire E(Y).

Exercice13 | i

On dispose de n boites numérotées de 1 a n . La boite
k contient k boules numérotées de 1 a k.

On choisit au hasard une boite puis une boule dans
cette boite.

Soit X le numéro de la boite et Y le numéro de la
boule.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y).
2. CalculerP(X =Y).

3. X et Y sont-ellesindépendantes?

[Exercice14 | 2

On considére (X, ),en+ Une suite de variables aléa-
toires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de
paramétre p € ]0,1[. On pose YV,, = X,, + X4 et
g _ Yi+---+Y,

n
Calculer lim P(S,, > 3p).

n—-+00

|Exercice15 |

Soit A > 0.On note (X3, ..., X,, nv.a.i.d. deloi P(\).

S,
Onpose S, = X etT, = ——
1. Déterminer le loi de S,,, son espérance et sa va-

riance.

2. En déduire l'espérance et la variance de T,,.

Ch.13 Couples et suites de variables aléatoires

3. Pourtoute > 0, montrer qu’il existe ¢, tel que :

Ve > ey, ¥n € N°, P[|T,,[ > ] < ¢

2% CCINP

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes,
deméme loi. Z = X + Y + 1. On suppose que Z —»
G(p) oup €]0, 1.

a) Montrer que X admet une espérance et une va-
riance et les calculer.

b) Trouver Gx : t — E(tX>.

c) En déduire la loi de X.

X% Modéle d’assurance

Des sinistres surviennent sur une année avec une
probabilité p €]0, 1[. Chaquesinistre a un colit fixe de C'
pour 'assureur. Chaque client paye une prime annuelle
d’assurance 7.

1. Pourquoi peut-on modéliser par une famille
(X;)1<i<n de N variables aléatoires de loi b(p)
les N clients d’un assureur?

2. Quelle est ’'espérance de S le solde annuel des
sinistres pour 'assureur?

3. Quelle est lavariancede S?

4. Donner une valeur de 7 la prime annuelle d’un
assuré pour que l'assureur soit rentable une an-
née avec une probabilité supérieure a 99%.
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Y estimateurs statistiques

Soient X, ..., X,, des variables mutuellement indé-
pendantes suivant une méme loi d’espérance m et de
variance 0.

_ 1 &
Onpose X,, = — X, et
p - Z
_ 1 < _ 9
T n-—1 ; ( )
a) Calculer espérance et variance de X,,.
b) Calculer ’espérance de V,.

vevevevs Modélisation par moindres

carrés

n

32 =3 (g — (i + b))
=0

1=0

Etant donné un n échantillon de mesures physiques
((wi,yi))1<i<n, on cherche a savoir si cet échantillon
peut-&tre assimilé a des réalisations aléatoires de couples
((zi, az; + b))1<i<n, pour des parameétres a et b de régres-
sion linéaire, selon une relation linéaire de la forme

y=ax+b
T Y1 1
On note X = ety = Cl,etU = | 1| €

n,1

1. Par définition, la droite de régression linéaire asso-
ciée a cesmesuresest ladroited’ équation y = az+b,

ol (a, b) € R?telle que 6, (a, b) Z|yz—a:zrl—b\

réalise le minimum de la fonction (a, b) — Z lyi —
i=1
ax; — b
2. Justifier que résoudre ce probleme revient a minimi-
ser une quantité de la forme

FV) =MV — Y3 (%)

avec M = [X,U] € M2(R) etV = <a> €
My 1(R), ety € M, 1(R) a préciser.

Ch.13 Couples et suites de variables aléatoires

3. Onnote Y le projeté orthogonal de Y sur le sous-
espace vectoriel Im (/).
(@) Pourquoi a-t-on Im(M) = Vect(X,U)?
(b) Justifier que ce maximum est atteint et est
unique.
on utilisera la formule de projection sur un
sous-espace vectoriel de dimension finie, muni
d’une base orthonormée
(c) PourquoiatonY —Y L MV, V¥V € My;(R)?
(d) On pose V tel que MV = Y. En déduire que :
YV €My (R), VIMT(Y — MV) =0
(e) Endéduireque: MT(Y — MV) =0

(f) Montrer quedet(MTM) =nY a7 — (> _a7)’

i=1 =1
(g) Etablirque V = (MTM)"' M Y.
4. On rappelle que E(X) = % " r, ,EY) =
=1
%Zy V(X) = E(X - E(X))® = %Z(wi -
=1 =1
E(X))%, V(Y) = E(Y — B(Y))? = iz(y _
E(Y))? et Cov(X,Y) = E((X — E()S)l(Y -
E(Y)) = + 32 (s — ECX))(wi ~ E(Y))
=1

On vérifie que:
a

()

_ <1 1) <1 1>Y
ry ... Ip r1 ...Tp
1 x,

1 Zx % le

~ V) le 0 zxzyz

En déduire que ’équation de la droite des

moindres carrées est obtenue pour les parametres :

b=E(Y)—aE(Y)eta= COWV’(())?)Y)

5. La droite des moindres carrées et obtenue pour des
parametres a et b et a pour équation cartésienne

y:dm+5

Interpréter 'alignement des points sur cette droites
dans le cas d’une covariance nulle.

4/7



D Couples et suites de variables aléatoires I PC .a dasses
. scigntifigues

Cﬁdpltr@ 13 2024‘2025 Lycée Brizeux

Notes

! correction :

Px(0)=1/8+2/8=3/8 Px(1)=3/8+2/8=5/8,Py(0)=1/8+3/8=1/2,Py(1)=2/8+2/8=1/2
Non, X et Y ne sont pas indépendantes car P((0,0)) = 1/8 # 3/8x1/2 = 3/16
2 correction : Non : X et Y suivent des lois de Bernoulli 12 P({X + Y =2} N{X - Y =0} ZP({X + Y =2 )P{X — Y = 0}).
4 correction : a)S,, soit une loi de Bernoulli de paramétres n et p.

b) Puisque Sy, suit une loi de Bernoulli, E(S,) = npet V(Syn) = np(1 — p).

Par conséquent E(Sy, /n) = pet V(S,/n) = p(1 — p)/n

c) Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev P(|Sn/n — E(Sn/n)| > €) < V(Sn/n)/e?

etdonc P(|Sn/n —p| > ¢€) < p(1 — p)/(ne?)

Enfin, l'inégalité classique p(1 — p) < 1/4 permet de conclure.

d) On choisit n de sorte que 1/(4ne?) < 0,05

La valeur n = 2000 est convenable.

6 correction :

1. Pourk > 2:P[X = k] = (k — 1)27% : choix du pile parmi les (k — 1) premiers lancers.

—+o0

1 2
EX]=) k(k—1)27%F=-——— =
= k(1-1/2)
) K2 (k k E[X?2 = E2(k— = (k — 1 3! 1 2!
La série —1)27"CVet = k—1 2)27F 42 k—1) 27k = — 2— =20
Ikz>:2 (= o kz::Q ( 2:: Sz kz; 23(1*1/2)4+22(1*1/2)3

V(X)=20—42 =4
2. sachant{X = k},Y prend lesvaleurs1...,k — 1,doncY esta valeurs dans N.

+oo too
_ 1 _
Pournzl,onaP[Y=n]=k§ P[X=klex:k[Y=n]=k§ (k—1)27F T =gy X -12=0-p)" 'ppourp =1/2
=2 =2

Donc (loi géométrique) E[Y] =2, V[Y] =2
3. Non P[(X =2)N (Y = 3)] = 0: pas d’indépendance!

+oo +oo +oo k—1 “+oo k k‘(k‘— 1) 1
4. BIXY]=)_ > knP[X,Y) kn]_ZZlmkfl =Y ————~=-E[X’=10
k=2n=1 k=2n=1 k 1 k=2 2 2 2

cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y] =10 —4%2=2

cov(X,Y) 2 1

PN = vy VB Ve
10 correction :

z™ R
Onrappelle queVx € R, E — converge et E — = e”.
n: n:
n=0

1L Y(Q) =N
Soitk € N.
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1\ 7tk
Too too (J+K) (5)
PY =k)= P((X’Y):(J’k)):ZW
3=0 =0 J
1\7+* 1\ F+t 1\7 1 1\7+F
G G G) )
2 2 2
Or, - = Z - donc Z converge et
el ekl & (G- el
/1 itk 1\ F+1! 1\J-1 1\ k1 1\ k+1
I ORRO MO RO O
2 ekl ekl & (G- e k! kly/e ‘
1\J+k 1\ F NG 1
G fG) ) (5)
De méme, >~ AR ek Z i donc >~ —=4—— convergeet
7=0 7=0 7=0
1\7tk 1\* 1\’ 1\* 1\*
+ook3 = k(= +oo | T k(- k|-
Z 2 _ 2 Z 2 _ 2 e%: 2 (**) (**)
s ejlk! ek! = g! ek! kly/e

Donc, d’apres (*) et (**), on en déduit que :

k+1 k k
P(Y =k)= (%2/5 + kk(%/)é = (% +:)\/§) .

Pour des raisons de symétrie, X et Y ont la méme loi et donc:

o0
X(Q) =NetVj € N,P(X = j) = S

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car :
P((X,Y) = (0, O)) =0etP(X =0)P(Y =0) #0.
2. PosonsV(j,k) € N%,a; = 29TFP ((X,Y) = (4,k)).

k
Onaajy = Itk ] +
’ ejlk!  eglkl  ejlk!
. . “+oo
j 1 1 1 1 1
Vk €N, _— = — ——— converge et = —_— = .
Zej!k! ek!Z(‘—l)' & Ze]'k' ek'z(]—l) il
=0 jz1
400
k k 1 k k 1 k
De méme, § - = — —; converge et E = — - = —.
>0 ejl k! ek! p O] ‘ ej'k' ek:! . ]! k!
=1 k
Ensuite, E — et E k' E convergent De plus E k' =eet E k' =
k>0 k>0 k>1

Donc la famille (a],k)(],k)eNz est sommable,
On en déduit que E [QX“’] existe et £ [2X+Y] = 2e.

1 correction :

1. Lexpérience est la suivante : I'épreuve de 'appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est répétée n fois et ces n épreuves sont mutuellement indé-
pendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p (succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la proba-
bilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succes et suit donc une loi bindmiale de parametres (n, p).

Clest-a-dire X () = [0, n] etVk € [0,n] P(X = k) = <:)pk(1 —p)nk,

2. (a) Soiti € [0, n]. Sous la condition (X = 4), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d’appels et donc :

N=0\ ko n—ik o .
P(Yk:Xi){ ( 5 )p (1-p) si k€ [0,n— 1
0 sinon
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b) Z(Q) =[0,n]etVk € [0,n] P(Z=k)=> P(X=inY =k—i)=Y P =k—i|X =i)P(X =1).

Soit k € [0, n]). D’aprés les questions précédentes, P(Z Xk: (n N z) (n) k(1 —p)2n—hk—i,
Or, d’aprés lindication, (Z : z) (?) = (]z) (:)
ooz =1 =32 () (-~ (-3 () (5)'
i=0

1=0
s N PPN n _ 2 — k n n—=k
Donc d’aprés le bindme de Newton, P(Z = k) = (k>pk(1 —p)2nk (ﬁ) = (k> (2 -p)* (1 -p)2)" "
On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)? et donc on peut conclure que::
Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)).
Remarque : preuve (non demandée dans Uexercice) de [’égalité proposée dans l'indication :

n—1\ /n (n —)! n! n! _ k! n! _rk\
(k - z) (z) n—KN(k—)lil(n—i) (k—i)l(n—kld (k—i)ldk (n—k)! (z) (k>
(c) D’apreés le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)), alors:
E(Z) =np(2 —p) etV (Z) = np(2 —p) (1 - p(2 = p)) = np(2 — p)(p — 1)*.
correction :

12

1. Soiti € [1, NJ.
X;(Q) = N*etVk € N*,P( =k)=p(1 —p) 1= qu—l.

Alorsona P(X ZP qu = —4 =1-q".
—q
Donc P(X; >n)=1-— P(XZ- <n)=4q".
2. (a) Y(Q) =
Soitn € N*.
PY>n)=P(X1>n)N---N(Xy >n))
N
Donc P(Y > n) = H P(X; > n) carlesvariables X1, - - - , X 5 sont mutuellement indépendantes.
i= 1

Donc P(Y > n) Hq

OFP(Y <n) = 1— P(Y >n)
donc P(Y <n) =1—¢"M.
Calculde P(Y =n):

Premiercas:sin > 2.

PY=n)=PY <n)—P(Y <n-—1).

Donc P(Y = n) = ¢~ DN (1 — ¢M).

Deuxieme cas:sin = 1.
PY=n)=PY=1)=1-P(Y >1)=1-¢".
Conclusion: Vn € N*, P(Y = n) = ¢~ DN (1 — ¢).

(b) D’aprés2.(a),Vn € N*, P(Y =n) = q("*l)N(l - qN).
n—1
Cest-a-dire Vn € N*, P(Y = n) = (1 —1- qN)> (1— ™).

On en déduit que Y’ suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢”
1

Donc, d’apreés le cours, Y admet une espérance et E(Y) = <
—q

15 correction: BT, 1¢? < 1/c2 < ¢
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