TD V.A., fonctions génératrices I PC h dases
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Chapitre 11 2024-2025 Lycee Briseu

Méthodes a retenir :
—+o0

— Gx :t— E[t¥] = Z P[X = n]t" est définie sur [—1, 1] au moins.
n=0

— Silerayonde converg;nce de la série génératrice Gx de X variable aléatoire est R > 1, alors X admet des moments
Atoutordre k, et E[X] = G5 (1), E[X(X — 1)] = G%(1), E[X(X — 1)(..)(X —k+1)] =GP (1),

I. Applications directes du cours
Exercicel| X X

Unjoueur dans un casino joue sur une machine qui renvoie un entier N dans N* selon la probabilité P(N = n) = —.
Sin est pair le joueur gagne n jetons et si n est impair, le joueur perd n jetons.
1. Calculez la probabilité de gagner a ce jeu.
2. Soit G le gain algébrique du joueur (G < 0si le joueur perd), donnez la loi de G.

3. espérancede G?

Exercice2 | %
Soit f : N — {0, 1} définie par f(n) = { i : Z ﬁil;air

Soit X ~ G(p) pourp €]0,1[etY = f(X).
Déterminer l'image Y (Q) et calculer lesP({Y = k}) pour k € Y ()

Exercice3 | X
Soit f : N — {0, 1} définie par f(n) = i Ziﬁfﬁgm

Soit X ~ P(A) pour A > 0etY = f(X).
Déterminer 'image Y (2) et calculer lesP({Y = k}) pour k € Y (Q)

Exerciced | i

Déterminer la valeur de a > 0 pour que l'on puisse définir une variable aléatoire discréte X a valeurs dans N* en

posant:
a

|Exercice5 | 2

A partir la fonction génératrice d’une variable X suivant la loi de Poisson P()), déterminer E(X), E(X?), et V(X).

Il. EXercices
[Exercice 6 | ik

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p € ]0, 1].
CalculerE[X(X —1)... (X —r+1)]
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IIl. Exercices avancés
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n2—|—n+1tn
2T
n>0

On considere S(t) =

1. Donner le rayon de convergence R de cette série.

2. Calculer S(t) sur] — R, R|.

On se donne une variable aléatoire X telle que,

Vi€ [-1,1], Gx(t) =

AS(t) avec A € R.

3.Quevaut \?

4. Calculer E(X) et V(X).

Yevevx Centrale

On considére des lancers successifs d’une piece ayant
une probabilité p d’obtenir face et ¢ = 1 — p d’obtenir
pile.

On se place dans un espace probabilisé (2, A, P)
pour lequel F,, est un événement, ou F,, : "on obtient
face au n-ieme lancer".

On note par ailleurs P, : "on obtient pile au n-ieme
lancer" et E,, : "on obtient une suite de r faces consé-
cutifs pour la premiére fois au n-ieme lancer".

1. Exprimer FEy, ..., E._ puis E, en fonction des F.

2. Montrer que Yn € Nona: E, 4,1 =
n+r+1 n
( N Fj) NP1 N (ﬂ FJ) en convenant ] E; =
j=n+2 Jj=1 J=1

3. Montrer que E,, est un événement. On note alors

Pn = P(En)

4. Ecrire une fonction en python simulant expé-
rience et renvoyant le temps d’attente de la premiere
suite de r faces consécutifs.

5. a) Montrer que an converge. b) Montrer que

Vn €N, puiri1 =P (1 - Zm)

k=1
6. Exprimer p,,.,1 en fonction de puir, P, ¢, P

Z pnz" est définie et conti-
n=0

7.Montrerque G(x

nue sur [—1; 1]
8. Démontrer alorsqu’ona:

Vo € [-1;1], f_x Z(Zm)

9. Exprimer enfin G(z) a aide de la question 5.b).
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Notes

2 correction :

6 correction :

X
EX(X = 1) (X —r 1)) = 3 o——p(1—p)"

= k! k—r —r :
LG Tar TS g

DoncE[X(X —1)... (X —r+1)]=

pt

GO = T

GV () = E[X(X —1)... (X —r+ 1)t¥]

GP()=EX(X=1)...(X —r+1)]
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